Losungen zur SMO Finalrunde 2006

erste Priifung - 31. Marz 2006

1. Finde alle Funktionen f : R — R, sodass fiir alle x,y € R gilt
yf(22) — 2 f(2y) = 8wy (z® — y°).

1. Losung
Setze y = 1/2 und z = z/2, dann folgt

Mit ¢ = f(1) — 1 gilt also f(z) = 2® + ¢z fiir alle z € R. Einsetzen zeigt, dass diese
Funktionen fiir alle ¢ € R Losungen der Gleichung sind.

2. Loésung
Mit y = 0 folgt f(0) = 0. Ausserdem kann man die Gleichung fiir x,y # 0 umformen

zu
f(2z) 82 — f(2y)
x y

— 8y? Y,y # 0.

Daraus folgt unmittelbar, dass f(2z)/z — 8z konstant ist fiir z # 0, zum Beispiel
gleich ¢/4. Auflosen ergibt f(x) = 2% + cx und wegen f(0) = 0 gilt dies iiberall.

2. Sei ABC' ein gleichseitiges Dreieck und sei D ein innerer Punkt der Seite BC'. Ein
Kreis berithre BC' in D und scheide die Seiten AB und AC in den inneren Punkten
M, N und P, (). Beweise, dass gilt

|BD| + |AM| + |AN| = |CD| + |AP| + |AQ).
1. Losung
Anwenden des Potenzsatzes bei den Punkten A, B, C' ergibt der Reihe nach

|AM| - |[AN] = |AP|-|AQ)| (1)
|[BM|-|BN| = |BD* (2)
ICP|-|CQ| = |CDP. (3)



Wir bezeichnen die Seitenléinge des gleichseitigen Dreiecks ABC' mit s. Einerseits gilt
nun

|BD|* — |CD|* = (|BD| +|CDI|)(|BD| - |CDI|) = s(|BD| - |CD), (4)
andererseits folgt mit (2) und (3)

[BDP — |CDP? = |BM]-|BN| - |CP|-|CQ)
— (s — [AMI)(s — |AN]) = (s — |AP])(s — |AQ])
— (JAM]-|AN| - |AP|- |AQ]) — s (|AM] + | AN| - |AP| - |AQ])

Hier verschwindet die erste Klammer in der letzten Zeile wegen (1). Ein Vergleich mit
(4) ergibt nach Division mit s gerade die Behauptung.

2. Loésung

Sei O der Mittelpunkt des gegebenen Kreises und seien E und F' die Projektionen von
O auf AB bzw. AC. Weil AOM N gleichschenklig ist, gilt |AM|+ |AN| = 2|AE| und
analog |AP| + |AQ| = 2|AF.

Seien R und S die Projektionen von D auf AB bzw. AC. Wegen ZABC = 60° gilt
|BD| = 2|BR| und analog |CD| = 2|CS]|.

Nun ist klar, dass die Gleichung aus der Aufgabenstellung wegen |AB| = |AC| genau
dann gilt, wenn |ER| = |F'S|. Dies ist der Fall, denn

V3

[ER| = *-|0D| = |FS].

. Berechne die Quersumme der Zahl

9 x99 x 9999 x ---x99...99,

2TL

wobei sich die Anzahl Neunen in jedem Faktor verdoppelt.

1. Losung
Wir beweisen allgemeiner folgendes
Lemma 1. Sei a eine Zahl mit hichstens m Dezimalstellen, sodass die letzte Ziffer

von a nicht 0 ist. Dann ist die Quersumme von 99...99 xa gleich 9m.

m

Beweis. Sei a1 ... aja¢ die Dezimaldarstellung von a mit ay # 0. Es gilt 99...99 x
a = 10" -a — a. In der Subtraktion



Ap—1  *°° ai ap 0 0 R I
- m—-1 Qm—2 -+ A1 Qg

b2mfl e bm+1 bm bmfl bm72 e bl bO

gibt es nun einen Ubertrag von 1 an den m letzten Stellen. Da dieser Ubertrag immer
gleich 1 ist, und da ay nach Voraussetzung nicht verschwindet, gibt es an der m + 1-ten
und somit auch allen folgenden Stellen keine weiteren Ubertréige. Es gilt also by + ag =
10, fir 1 <k <m —1 gilt by + a, = 9, ausserdem ist b,, + 1 = ag sowie by, = ap_,, fir
k > m + 1. Insgesamt also

2m—1 m—1 m—1
S be=(10—a))+ > (9—ar)+(a—1)+ > ar=9m.
k=0 k=1 k=1

]

Die Zahl a = 9x99x9999 x - - - x99...99 endet nicht mit einer Null und ist ausserdem
on—1

kleiner als 10 - 102 - 10*---102"" = 102", besitzt also hochstens 2" — 1 Stellen. Aus

dem Lemma folgt nun mit m = 2", dass die gesuchte Quersumme gleich 9 - 2" ist.

. Ein Kreis mit Umfang 6n wird durch 3n Punkte in je n Intervalle der Lange 1, 2 und
3 zerlegt. Zeige, dass es stets zwei dieser Punkte gibt, welche auf dem Kreis diametral
gegeniiber liegen.

1. Losung

Wir betrachten neben den 3n Intervallendpunkten auch die Mittelpunkte aller Inter-
valle der Liange 2 und die Drittelpunkte aller Intervalle der Lénge 3. Diese 6n Punkte
bilden ein reguldres Polygon. Wir farben die Intervallendpunkte schwarz, die anderen
Punkte weiss. Nehme an, es gébe keine zwei gegeniiberliegende schwarze Punkte. Fiir
je zwei benachbarte weisse Punkte A, B miissen dann die beiden gegeniiberliegenden
Punkte C, D schwarz sein. Entferne nun die Intervalle AB und C'D und verklebe die
zwei verbleibenden Kreisbogen bei A, B und C, D, sodass nach kleiner Deformation ein
neuer Kreis entsteht, dessen Unfang um 2 kleiner ist. Dieses Herausschneiden beseitigt
ein Intervall der Lénge 1 und ersetzt ein Intervall der Linge 3 durch eines der Lénge 2.
Ausserdem bleiben bei diesem Vorgang alle Paare von Diametralpunkten erhalten, mit
anderen Worten, zwei Punkte sind nach dem Herausschneiden genau dann diametral
gegeniiber, wenn sie es vorher schon waren.

Nach n solchen Operationen hat der Kreis den Umfang 4n und die verbleibenden 4n
Punkte sind abwechselnd schwarz und weiss. In dieser Situation haben aber gegeniiber-
liegende Punkte immer dieselbe Farbe. Insbesondere gibt es zwei schwarze Diametral-
punkte, dies muss also bereits am Anfang der Fall gewesen sein, im Widerspruch zur



Annahme.

. Ein Kreis k; liegt innerhalb eines zweiten Kreises ky und beriihrt diesen im Punkt A.
Eine Gerade durch A schneide k; nochmals in B und ks in C. Die Tangente an k;
durch B schneide k5 in den Punkten D und E. Die Tangenten an k; durch C' beriihren
k1 in den Punkten F' und G. Beweise, dass D, E, F' und G auf einem Kreis liegen.

Losung

Wir zeigen, dass die vier Punkte alle den gleichen Abstand zu C' haben.

Lemma 2. Sei P ein Punkt auf einem Kreis k. Schneidet eine zu der Tangenten von
k durch P parallele Gerade den Kreis k in den Punkten R und S, so gilt PR = PS.

Beweis des Lemmas. Wir betrachten die Gerade durch P, welche senkrecht auf den
beiden parallen Geraden steht. Da sie senkrecht zu der Tangente ist, geht sie durch
den Mittelpunkt des Kreises und ist deshalb Symmetrieachse der ganzen Figur. Damit
ist klar, dass PR = PS gilt. Alternativ kann man mit einfacher Winkeljagd zeigen,
dass APRS gleichschenklig ist. m

(a) CF = CG. Ist klar (Tangentenabschnitte).

(b) CD = CE. Sei t die Tangente an ko durch C. Wir betrachten die zentrische
Streckung an A, bei der ky in ks iibergeht. Dabei geht B in C' iiber und somit
werden auch die Tangenten durch diese Punkte aufeinander abgebildet, d.h. DFE
und ¢ sind parallel. C'D = C'E folgt aus dem Lemma.

(¢) CD = CF. Es geniigt zu zeigen, dass die Dreiecke CDB und CAD &hnlich sind,
denn aus

CD CA
CB CD
folgt mit der Potenz von C' an k;

CD*=CA-CB=CF
Tatséchlich ist ACDB ~ ACAD, denn (siehe Abbildung)

LCAD = ZCED (Peripheriewinkelsatz)
= ZEDC. (ACED ist gleichschenklig)

Aus (a),(b) und (c) folgt, dass die Punkte D, F, F' und G auf einem Kreis mit Mittel-
punkt C' liegen.



Losungen zur SMO Finalrunde 2006

zweite Priifung - 1. April 2006

6. In einem Tennistournier haben mindestens drei Spieler teilgenommen. Dabei haben je
zwei Spieler genau einmal gegeneinander gespielt, und jeder Spieler hat mindestens ein
Match gewonnen. Zeige, dass es drei Spieler A, B, C gibt, sodass A gegen B, B gegen
C und C gegen A gewonnen hat.

1. Losung

Wihle einen Spieler A, der unter allen Spielern die kleinste Anzahl Matches gewonnen
hat. Seien U und V die Mengen der Spieler, gegen die A gewonnen bzw. verloren hat.
Nach Annahme sind U und V nicht leer. Hat ein Spieler B aus U gegen einen Spieler
C aus V gewonnen, dann erfiillen A, B, C' die Bedingungen der Aufgabe und wir sind
fertig. Wenn alle Spieler aus U gegen alle Spieler aus V' verloren haben, dann haben
die Spieler in U aber allesamt weniger Matches gewonnen als A, ein Widerspruch zur
Wahl von A.



2. Losung

Jeder der n Spieler hat mindestens 1 und hochstens n — 1 Matches gewonnen. Nach
dem Schubfachprinzip gibt es also zwei Spieler A und B, die gleichviele Matches ge-
wonnen haben. Wir konnen annehmen, dass A gegen B gewonnen hat, und bezeichnen
die Menge der Spieler, die gegen B verloren haben, mit U. Mindestens ein Spieler C'
aus U muss gegen A gewonnen haben, denn sonst héitte A gegen B und alle Spieler in
U gewonnen, also gegen mindestens einen Spieler mehr als B, ein Widerspruch. A, B, C'
erfiillen die Bedingungen der Aufgabe.

3. Losung

Die Notation X — Y bedeute, dass X sein Match gegen Y gewonnen hat. Wir nennen
eine Folge von verschiedenen Spielern X; — Xy — ... — X — X; einen Zyklus.
Es gibt mindestens einen Zyklus: Wihle einen beliebigen Spieler A;. Dieser hat gegen
mindestens einen anderen Spieler A; gewonnen. Dieser wiederum gegen einen Spieler
As. Féahrt man so weiter, muss irgendwann ein Spieler zum zweiten Mal in dieser Fol-
ge auftauschen. Jede minimale Sequenz zwischen zwei solchen Wiederholungen liefert
einen Zyklus.

Sei nun X; — Xy — ... — X}, — X ein Zyklus minimaler Linge. Wir zeigen, dass
k = 3 gilt, was den Beweis beendet, denn die drei Spieler eines solchen Zyklus erfiillen
genau die Bedingungen der Aufgabe. Nehme also £ > 3 an. Wenn X gegen X3 gewon-
nen hat, ist X7 — X3 — X4... — X — X ein Zyklus kleinerer Lange, Widerspruch.
Wenn X3 aber gegen X; gewonnen hat, dann ist X; — Xy — X3 — Xj ein Zyklus der
Lange 3 < k, wieder ein Widerspruch.

4. Losung

Wir verwenden Induktion nach n, der Fall n = 3 ist klar. Sei S die Menge aller Spieler.
Wir benotigen folgende Beobachtung:

Wenn es eine nichtleere Menge U von Spielern gibt, sodass jeder Spieler
aus U gegen jeden Spieler aus S\ U verloren hat, dann erfiillen die Spieler (5)
in U ebenfalls die Bedingungen der Aufgabe.

In der Tat, jeder Spieler in U hat mindestens ein Match gewonnen, und zwar nach Vor-
aussetzung gegen einen anderen Spieler in U. Ausserdem sind mindestens drei Spieler
in U, denn ist A einer davon, dann hat er gegen einen zweiten B gewonnen, der wie-
derum gegen einen dritten Spieler C' aus U gewonnen hat, und natiirlich sind diese drei
Spieler alle verschieden.

Wiéhle nun einen beliebigen Spieler A. Hat A gegen alle anderen Spieler gewonnen,
dann folgt die Behauptung induktiv aus (5) mit der Menge U = S\ {A}. Nehme an,
das sei nicht der Fall. Seien X und Y die nichtleeren Mengen der Spieler, gegen die
A gewonnen bzw. verloren hat. Hat ein Spieler B aus X gegen einen Spieler C' aus
Y gewonnen, dann erfiillen A, B, C' die Bedingungen der Aufgabe. Wenn nicht, dann



haben alle Spieler aus X gegen alle Spieler aus Y U {A} verloren und die Behauptung
folgt wieder induktiv aus (5) mit U = X.

. Sei ABCD ein Sehnenviereck mit ZABC = 60°. Nehme an, es sei |BC| = |CD].
Beweise, dass gilt
|CD|+ |DA| = |AB|.

1. Losung

Sei P der Punkt auf AB mit |BP| = |BC/|, sodass A und P auf der gleichen Seite
von B liegen. Nach Konstruktion ist APBC' gleichschenklig und wegen ZABC = 60°
sogar gleichseitig. Sei ZCBD = ZC'AD = «. Offensichtlich ist o < ZCBA = 60°. Wir
zeigen, dass die Dreiecke ADC und APC' dhnlich und damit wegen der gemeinsamen
Seite AC' kongruent sind. Aus |BC| = |CD| folgt, dass der Peripheriewinkel iiber
der Sehne BC' ebenfalls gleich « ist, insbesondere gilt /CAD = ZCAB = «. Da
ZOAB = a < 60° = ZCPB ist nun klar, dass der Punkt P im Innern der Seite AB
liegt. Somit gilt

LAPC =120° = 180° — 60° = 180° — LABC = LADC.

Letzteres gilt, weil ABC'D ein Sehnenviereck ist. Damit ist gezeigt, dass AADC =
ANAPC und bemerken abschliessend

|AB| = |AP| + |PB| = |AD| + |BC| = |AD| + |CD|.

2. Losung

Sei E das Bild von A bei der Spiegelung an der Mittelsenkrechten von BD. Weil ACDB
gleichschenklig ist, bleibt C' fix, B geht in D iiber und F liegt auf dem Umkreis von
ABCD. Nach Peripheriewinkelsatz gilt ZAEC = ZABC = 60° und wegen Symmetrie
auch ZFAC = ZAEC = 60°. AAEC ist also gleichseitig und weil B auf dem Umkreis
dieses Dreiecks liegt, gilt nach der Eigenschaft vom gleichseitigen Dreieck

|BA| = |BE|+ |BC| = |AD|+ |CD|,

wobei wir benutzt haben, dass wegen Symmetrie |BE| = |AD| gilt.

3. Losung

Weil |BC| = |CD] gilt, ist AC' die Winkelhalbierende von ZBAD. Somit liegt das
Bild von D bei der Spiegelung an AC' auf der Geraden AB, wir nennen diesen Punkt
P. Wegen Symmetrie und weil ABC'D ein Sehnenviereck ist, erhalten wir ZAPC =
LADC = 180° — LZABC = 120°. Somit ist ZBPC = 60° und ABPC also gleichseitig.
Es gilt nun

|AB| = |AP|+ |PB| =|AD|+ |BC|=|AD| + |CD|.



4. Losung

Weil ABC'D ein Sehnenviereck ist, folgt aus ZABC = 60°, dass ZADC = 120°. Es sei
a=|AB|, b= |BC|=|CD| und ¢ = |DA|. Wir berechnen die Linge von AC auf zwei
verschiedene Wege:

|AC]> = a®+b* —2ab-cos60° (Cosinussatz im Dreieck ABC)
|JAC]> = b*+c* —2bc-cos120° (Cosinussatz im Dreieck ADC)

Es ist cos60° = — cos120° = % Wir subtrahieren nun die zweite von der ersten Glei-
chung und faktorisieren zu

bla+c)=(a—c)la+c).
Wir dividieren durch (a + ¢) und erhalten wie gewiinscht

a=>b+c.

. Leute aus n verschiedenen Landern sitzen an einem runden Tisch, sodass fiir je zwei
Personen aus demselben Land ihre direkten Sitznachbarn rechts von ihnen aus ver-
schiedenen Léndern stammen. Was ist die grosstmogliche Anzahl Personen, die am
Tisch Platz nehmen kénnen?

1. Losung

Die Personen aus einem festen Land haben rechts Sitznachbarn aus paarweise verschie-
denen Landern, es kénnen also héchstens n Leute pro Land am Tisch sitzen. Dies ergibt
die obere Grenze n?.

Wir zeigen nun induktiv, dass diese Grenze erreicht werden kann. Im Folgenden re-
prisentieren wir Personen aus dem k-ten Land mit einem &. Wenn wirklich n? Personen
am Tisch sitzen, dann muss jedes Paar (k,l), 1 < k,l < n genau einmal als Sitznach-
barpaar vorkommen. Fiir n = 2 funktioniert die zyklische Anordnung 1122. Nehme an,
wir hétten bereits eine Anordnung fiir n — 1 gefunden. Ersetze nun das Nachbarpaar
11 durch 1nnll und erstze fir 2 < k£ < n — 1 das Paar kk durch knkk. Die neue
Anordnung enthélt nun jedes Paar (k,l), 1 < k,I < n wiederum genau einmal. Der
Induktionsschritt ist komplett.

2. Losung

Wir geben eine alternative Konstruktion einer Sitzordnung fiir n? Personen. Fiir n = 2
verwenden wir wieder die Anordnung 1122. Wir nehmen nun an, dass wir fiir n — 1
bereits eine solche Anordnung konstruiert haben, sodass ausserdem die erste Person



aus Land 1 und die letzte Person aus Land n — 1 stammt. Ergénze diese Anordnung
durch
In2n3n...n(n—1)nn

um eine solche fiir n zu erhalten.

. Seien a, b, ¢, d reelle Zahlen. Beweise, dass gilt
(> + 0 + 1) (A +d*+1)>2(a+c)(b+d).

1. Losung

Wenn wir a, b, ¢, d durch ihre Betrige ersetzen, bleibt die linke Seite gleich, die rechte
Seite wird hochstens grosser. Es geniigt also, den Fall a, b, ¢,d > 0 zu betrachten. Nach
C.S. gilt

(a2+b2+1+1> (1+1+02+d2) > <i+i+i+i>2
2 2/\2 2 T o\W2 V2 V2 V2

1
= §(a+b+c+d)2.

Andererseits ist nach AM-GM

1
=§(a+b+c+d)2.

(a+c)+ (b+d)\°
)

2(a+c)(b+d) §2(

2. Losung

Wir kénnen wieder annehmen, dass a, b, ¢, d nichtnegativ sind. Ersetze a, b respektive
¢, d durch ihr jeweiliges quadratisches Mittel. Die linke Seite bleibt dabei gleich, die
rechte wird jedoch grosser, denn es gilt

(a+C)(b+d)§<“+b+c+d) (\/m 02+d2>

nach AM-GM und AM-QM. Es geniigt daher den Fall a = b und ¢ = d zu betrachten,
die Ungleichung lautet dann

(2a* +1)(2¢2 + 1) > 2(a + ¢)*.

Dies ist aber dquivalent zu (2ac — 1) > 0.

3. Losung



10.

Die Differenz zwischen der linken und der rechten Seite ist gleich

() D) e (o)

1 1 1
+§(a—b+c—d)2+§(a—b)2+§(c—d)2 > 0.

Entscheide, ob es eine ganze Zahl n > 1 gibt mit folgenden Eigenschaften:

(a) n ist keine Primzahl.

(b) Fiir alle ganzen Zahlen a ist a™ — a durch n teilbar.

Losung

Ja, zum Beispiel n = 561.

Eine solche Zahl n ist quadratfrei: nehme an, m? > 1 sei ein Teiler von n und setze
a = m. Dann ist a” — a durch m, aber nicht durch m? teilbar, also auch nicht durch
n. Es muss somit n = p; - - - p, gelten mit verschiedenen Primzahlen p;. Ist a durch p;
teilbar, dann natiirlich auch o™ — a. Ist a jedoch teilerfremd zu p;, dann gilt nach dem
kleinen Satz von Fermat a” = ™ (mod p;), und somit

pila"—a <= dPi=a <— ad/P'=1 (modp).

Wenn der Exponent n/p; — 1 nun durch p; — 1 teilbar ist, dann ist obige Kongruenz
wiederum nach dem Satz von Fermat sicher erfiillt. Wir erhalten also als hinreichende
Bedingung an n das folgende System von Teilbarkeitsbeziehungen

pi—1|p1--piapiy1-pr — 1 1<i<r.

Fiir r = 2 ist dieses nie erfiillt, gilt namlich p; < pe, dann ist ps — 1Jfp; — 1. Der
néchsteinfache Fall ist » = 3. Offenbar miissen alle p; ungerade sein. Wir versuchen
p =3 < g < r und erhalten die Bedingungen

qg—1|3r—1, r—1|3q—1.

Aus r — 1 = 3¢ — 1 wiirde r = 3¢ folgen, ein Widerspruch. Ausserdem gilt 3¢ — 1 <
3(r—1)—1<3(r—1), also ist 3¢ — 1 = 2(r — 1) und somit 2r = 3¢ + 1. Multilpiziert
man die erste Teilbarkeitsbedingung mit 2 und setzt ein, ergibt sich 2¢ — 2| 9¢ + 1 mit
der einzigen Losung ¢ = 11. Dies ergibt » = 17 und man rechnet leicht nach, dass diese
drei Primzahlen alle Bedingungen erfiillen, somit ist n = 3-11-17 = 561 eine solche Zahl.



