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1.1 Ahnliche Dreiecke

Die beiden Strahlensétze sind wohl allen aus der Schule bekannt. Wir werden sie darum
hier nur kurz ohne Beweis und Beispiele wiederholen. Thr konnt die Strahlensitze mit
den ersten beiden Aufgaben zu diesem Kapitel sonst nochmals tiben.

Satz 1.1 (Erster Strahlensatz) Gegeben seien zwei parallele Geraden a und b und ein
Punkt S, der auf keiner dieser Geraden liegt. Ein beliebiger Strahl von S schneide a in
A und b in B. FEin zweiter Strahl schneide a in A" und b in B'. Nun gilt

SA  SB SA  SA SA  SA

SA S Y SB S T AB  AB

Satz 1.2 (Zweiter Strahlensatz) Bei der gleichen Anordnung wie oben gilt ebenfalls

AA SA
BB SB’

Abbildung 1: Strahlensétze

Wichtig ist, dass beim ersten Strahlensatz auch die Umkehrung gilt. Um sie richtig zu
formulieren miissen wir jedoch gerichtete Strecken benutzen. Dabei konnen Verhalt-
nisse auch negativ werden. Seien X,Y und Z drei verschiedene Punkte, die in dieser
Reihenfolge auf einer Geraden liegen. Dann ist das Verhéltnis % positiv, weil die Vek-
toren )?}_} und ﬁ in die gleiche Richtung zeigen. Jedoch ist )Z(—f negativ, da hier die
entsprechenden Vektoren in entgegengesetzte Richtung weisen. Immer wenn gerichtete

Verhaltnisse oder Produkte auftreten werden wir das in Klammer vermerken.

Satz 1.3 (Umkehrung des ersten Strahlensatzes) Liegen S, A, B und S, A’, B’ je auf einer

Geraden und gult
SA SA

SB~ SB
so sind die Geraden AA" und BB’ parallel.

(gerichtete Strecken)



Die Umkehrung des zweiten Strahlensatzes gilt nicht. Man kann sich dies iiberlegen,
indem man den Kreis um A mit Radius AA’ konstruiert. Im Allgemeinen wird dieser
Kreis SB’ ein zweites Mal in einem Punkt P # A’ schneiden. In dieser Anordnung gilt
AP SA
BB SB

die Geraden AP und BB’ sind aber nicht parallel.

Jetzt ist es moglich sich mit dhnlichen Dreiecken zu beschiftigen. Zuerst folgt eine
einfache aber wichtige Definition.

Definition 1.1 (Ahnliche Dreiecke) Zwei Dreiecke AABC und AA’B'C’ sind #hnlich,
wenn sie in zwei Winkeln {ibereinstimmen. Wir schreiben es AABC ~ NA'B'C’.

C/

B/
C

Abbildung 2: Ahnliche Dreiecke

Da die Winkelsumme in einem Dreieck immer 180° ist, folgt daraus auch, dass auch der
dritte Winkel gleich ist. Es gibt manche Md&glichkeiten, um dhnliche Dreicke zu finden:
Satz 1.4 (Ahnliche Dreiecke) Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn :

1. Sie die gleichen Winkel haben. (WWW)

2. Ihre Seitenverhdltnisse gleich sind. (SSS)

3. Ein Winkel und die Seitenverhdltnisse der an diesen Winkel angrenzenden Seiten

gleich sind. (SWS)

Dies ist die ganze Theorie. Nun folgen einige Beispiele, die zeigen wie hilfreich dhnliche
Dreiecke sein kénnen.

Beispiel 1 Im Quadrat ABC'D sei M der Mittelpunkt der Seite AB. Die Rechtwinklige
zu MC' durch M schneide AD in K. Zeige, dass die beiden Dreiecke CM B und C KM
ahnlich sind.

Lésung. Dass zwei Dreiecke dhnlich sind, kann man entweder direkt tiber Winkeljagd
zeigen (indem man zeigt, dass alle drei Winkel gleich gross sind) oder man benutzt die
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Abbildung 3: Beispiel 1

Umkehrung des Ahnlichkeitssatzes. Letzteres machen wir hier.
Nach Vorraussetzung gilt ZM BC' = ZKMC' = 90°. Wir miissen nun noch zeigen

MK  BM
MC — BC"
Kurze Winkeljagd zeigt, dass die beiden Dreiecke M BC' und K AM &hnlich sind. Daraus
folgt
MK MA BM
MC  BC  BC’
Dabei benutzten wir beim letzten Schritt, dass M der Mittelpunkt von AB ist. m

Beispiel 2 (Finalrunde 2016) Sei ABC' ein spitzwinkliges Dreieck mit Hohenschnittpunkt
H. Sei G der Schnittpunkt der Parallelen von AB durch H und der Parallelen von AH
durch B. Sei I der Punkt auf der Geraden GH, sodass AC die Strecke HI halbiert. Sei J
der zweite Schnittpunkt von AC und dem Umbkreis des Dreiecks CGI. Zeige, dass IJ =
AH gilt.

Lésung. Das Problem dieser Aufgabe ist, dass die Geraden AH und I.J in keinem Ver-
héltnis zueinander stehen. Man kann sie nicht miteinander in Verbindung bringen. Das
Ziel bei solchen Aufgaben ist immer, die Aussage auf Winkel zu reduzieren. Wie 16st man
also eine solche Aufgabe? Als erstes findet man das Parallelogramm ABGH, wodurch es
auch geniigt zu beweisen, dass BG = JI. Allerdings ist das nicht wirklich hilfreich. Wie
immer, wenn man nicht weiss, was man bei Geometrieaufgaben machen sollte, kann man
Winkeljagd versuchen.

Wenn man nun die Hohenfusspunkte von A und B mit A; und B; bezeichnet, findet man
das Sehnenviereck BA; B A. Zudem ist BG parallel zu AH und somit gilt ZGBC' = 90°.
Da GH parallel zu BA ist, gilt auch ZCHG = 90°. Somit gilt /GBC = ZGHC'. Also
ist GBHC(C ein Sehnenviereck.

Jetzt kommt der schwierigste Teil der Aufgabe. Es ist gegeben, dass AC die Strecke H I
halbiert. Sei P der Schnittpunkt von AC und HI. Wir miissen irgendwie die Tatsache
verwenden, dass [P = PH gilt. Sei A’ der Schnittpunkt der Geraden AC und der Paral-
lelen zu IJ durch H. Da ZI1JA" = Z/JA'H und ZHPA' = ZIPJ sind die Dreiecke PI.J
und PH A’ dhnlich zueinander. Da aber HP = PI gilt, sind sie sogar kongruent. Daraus
folgt, dass A’H = IJ. Somit geniigt es zu beweisen, dass AHA’ ein gleichschenkliges

4



(0% N
\
\
/ \
A \
a \
& \
| \
| |
| |
_\ |
B /-t ,
// \ \\Al /
\ /
\H \ a /G
D 7
P N \ iz
~ \ s
~N 7
\\ //
(&1 'B
]
/
/
/
/
Ve
N Ve

Abbildung 4: SMO 2016/8

Dreieck ist. Mit dem gefunden @hnlichen Dreieck sowie den Sehnenvierecken AA; BB,
CHBG und CG1J folgt nun :

/AA'H =180° - /HA'C = /CBH = /ABB, = ZA1AB, = HAA'.

Daraus folgt, dass HAA’ ein gleichschenkliges Dreieck ist. Somit gilt I.J = AH.
O

Beispiel 3 (IMO-Selektion 2016) Sei ABC' ein nicht rechtwinkliges Dreieck und M der
Mittelpunkt von BC. Sei D ein Punkt auf AB, sodass CA = CD gilt und E ein Punkt
auf BC, sodass EB = ED qilt. Die Parallele zu ED durch A schneide die Gerade M D
im Punkt I und die Geraden AM und ED schneiden sich im Punkt J. Zeige, dass die
Punkte C, I und J auf einer Geraden liegen.

Lésung. Bei dieser Aufgabe kommen iiberhaupt keine Kreise vor. Aus diesem Grund
kann man sie auch nicht mit Winkeljagd in Sehnenvierecken 16sen. Allerdings gibt es
eine Losung durch rechnen. Die eleganteste Losung findet man jedoch durch kongruente
Dreiecke. Da M ein Mittelpunkt ist, definieren wir einen Punkt Y als Schnittpunkt von
EC mit AI. Da Al parallel zu DJ ist, gilt /DEC = Z/DEY = ZCY A.Ausserdem gilt
DC = CA und somit ZCAD = ZCDA. Zudem gilt / YAB = /BDE = /FEBD =
/Y BA. Daraus folgt

LYAC = LY AB — ZCAB = ZEBD — ZCDA = 180° — (180° — ZEBD) — ZBDC

=/ZDBC = /ZDCE
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Abbildung 5: IMO-Selektion 2016/10

Aus ZAYC = /ZDEC und /Y AC = Z/DCE folgern wir, dass die Dreiecke C'Y'A und
DEC ahnlich sind. Da aber CD = CA gilt, sind diese beiden Dreiecke sogar kongruent.
Das heisst, YC' = ED = EB. Somit ist M sogar der Mittelpunkt der Strecke Y F.
Da ED parallel zu Y ist, gilt Z/YAM = ZMJE. Somit sind die Dreiecke Y AM und
EMJ &dhnlich und wegen EM = Y M sind sie sogar kongruent. Daraus folgt auch, dass
JM = AM. Nun verlangert man die Strecken Y M und EM um die Linge MC', bzw
M B und erhélt, dass die Dreiecke Y AB und E.JC ebenfalls kongruent sind. Daraus folgt,
dass JC' parallel zu AD ist. Da ZIMA = ZJMD sind die Dreiecke JMD und IMA
ahnlich. Wegen JM = M A sind sie auch kongruent. Daraus folgt, dass IM = M D. Da
aber AI parallel zu JD ist, und M der Mittelpunkt von A.J ist, ist M genau dann der
Mittelpunkt von DI, wenn ADJI ein Parallelogramm ist. Da C' auf der Parallelen von
AD durch J liegt, ist C' auf der gerade JI, was den Beweis vervollstiandigt. O

Beispiel 4 (IMO 2017) Es seien R und S verschiedene Punkte auf einem Kreis k, so
dass RS kein Durchmesser ist. Es seil die Tangente an k in R. Der Punkt'T" liegt so, dass
S der Mittelpunkt der Strecke RT ist. Ein Punkt J ist auf dem kleineren Bogen RS wvon
k so gegeben, dass der Umkreis w des Dreiecks JST die Gerade | in zwei verschiedenen
Punkten schneidet. Es sei A derjenige gemeinsame Punkt von w und k , der ndher an

R liegt. Die Gerade AJ schneidet k in einem weiteren Punkt K. Man beweise, dass die
Gerade KT den Kreis w bertihrt.

Lésung. Bei dieser Aufgabe sind schon zwei Sehnenvierecke gegeben. Diese sind AJST
und RJSK. Mit Working Backward stellt man fest, es geniigt zu beweisen, dass ZKTR =

ZSAT. Da die Sehnenvierecke schon gegeben sind, ist Winkeljagd eine gute Idee. Man
findet :

ZRKS = ZARS = ZART
LRSK = ZRJK =180° — LAJS = LATS = LZATR

Somit sind die Dreiecke RKS und ART &hnlich. Es gilt somit ZKRS = ZSTA. Wir
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Abbildung 6: IMO 2017/4

miissen nun irgendwie die Tatsache verwenden, dass RS = ST. Am einfachsten ist dies,
wenn wir die dhnlichen Dreiecke RKS und ART verwenden. Es gilt

RK TR
RS TA
Da RS = ST, gilt % = %. Umformen ergibt % = %. Da auch ZKRT = ZSTA

folgt aus dem dritten Ahnlichkeitssatz, dass die Dreiecke KT R und ST A #hnlich sind.
Daraus folgt, dass ZKTR = ZSAT, woraus folgt, dass KT tangential an w ist.

Entscheidend bei dieser Aufgabe ist also, dass man die Ahnlichkeit verwendet, um mit
den Streckenldngen zu rechnen.

]

1.2 Die Potenz eines Punktes

Schon EUKLID hat in seinem Werk Die Elemente diesen wichtigen Satz erwdhnt und
bewiesen.

Satz 1.5 (Potenzsatz) Gegeben ein fester Punkt P und ein Kreis k. Betrachte die beiden
Schnittpunke A und B von k mit einer beliebigen Gerade g durch P. Das Produkt PA-PB
wird die Potenz von P beziiglich k genannt und ist unabhdngig von der Wahl von g.

Beweis. Betrachte Abb. 1, AB und A’ B’ seien zwei beliebige Geraden durch den Punkt P,
der sich ausserhalb des Kreises befindet. Die Dreiecke APAA’ und APB’B sind dhnlich,
weil /B'BA =180° — /B'A’A = Z/PA’'A. Daraus folgt

PA  PDB

PA PB
und damit das Gewiinschte. Der Fall, wenn P im Innern des Kreises liegt, funktioniert
analog. Punkte auf der Kreislinie haben die Potenz 0. O

7
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Abbildung 7: APAA" ~ APB'B

Sehr oft verwendet man den Potenzsatz mit der Tangente durch P an den Kreis. Sei T’
der Tangentenberiihrungspunkt, es gilt dann selbstverstindlich PA - PB = PT?.

Beispiel 5 Seien PA und PB die beiden Tangenten von einem beliebigen Punkt P aus-
serhalb des Kreises k, wobei A und B Beriihrungspunkte sind. C' sei der Schnittpunkt
der Parallelen von PB durch A mit k. Der zweite Schnittpunkt von PC mit k wird E
genannt. Zeige, dass AE die Strecke PB halbiert.

Abbildung 8: Beispiel 5

Lisung. Wir zeigen SB? = SP?. Dazu betrachten wir die Potenz von S an k. Es gilt
nach Potenzsatz

SB*=SE - SA.
Wir haben das Beispiel bewiesen, wenn wir noch zeigen
SP SA
2 — . —_
SP*=SE-SA <E = Sp

Dies ist der Fall, wenn APSE ~ AASP, also wenn /SPE = ZPAS. Um dies zu zeigen,
definieren wir « = ZSPE. Weil PB und AC parallel sind, ist ZAC'P = « und nach
Tangentenwinkelsatz auch ZPAS = «. O

Ahnlich wie beim ersten Strahlensatz existiert auch fiir den Potenzsatz eine niitzliche
Umkehrung. Beachte, dass auch hier wieder gerichtete Strecken im Spiel sind (siehe Ka-
pitel 1). Dies hat zur Folge, dass die Potenz eines Punktes im Innern des Kreises negativ
ist.



Satz 1.6 (Umkehrung des Potenzsatzes) Die Geraden AB und A'B’ schneiden sich in
P und es gilt PA- PB = PA’- PB’ (als gerichtete Strecken), dann liegen die Punkte
A, B, A", B" auf einem Kreis.

1.3 Die Potenzlinie

Gegeben seien zwei Kreise ky, ko mit Mittelpunkten M7, Ms und Radien 7, r5. Ein Punkt
hat im Allgemeinen zwei verschiedene Potenzen zu den beiden Kreisen. Fiir welche Punkte
ist die Potenz zu beiden Kreisen gleich gross? Die Antwort ist die Potenzlinie, welche
senkrecht auf MM, steht und bei sich schneidenden Kreisen durch die Schnittpunkte
geht.

Y

M1 Sl P SQ M2

Abbildung 9: Die Potenzlinie

Beweis. Seien S; und S, die Schnittpunkte von ki, respektive ko mit der Strecke M; M,
(Abb. 3). Auf der Strecke 5152 muss es aus Griinden der Stetigkeit der Potenz einen
Punkt P geben, der zu den beiden Kreisen die gleiche Potenz hat. Wir zeigen nun, dass
auch alle Punkte X, die auf der Senkrechten von M; M, durch P liegen die gleiche Potenz
zu den beiden Kreisen haben. Die Potenz von P zu den beiden Kreisen ist

(PMy — r1)(PMy + 1) = (PMy — r9)(PMs + 13)
& PM} —r} = PM3 — 13
& PM? — 12+ PX? = PM2 — 12 + PX?
& XM} —ri=XM; —r3
& (XMy —r) (XM +rp) = (X My —r9) (X My + 1)

Dabei haben wir zu der zweiten Zeile auf beiden Seiten PX? addiert und in der dritten
Zeile den Satz von Pythagoras in den rechtwinkligen Dreiecken APX My, bzw. APX M,
angewendet. Auf der letzten Zeile steht die Potenz der Punkte X zu den beiden Kreisen.
Unsere Intuition sagt uns, dass es wohl keine weiteren Punkte geben kann, die diese
Eigenschaft erfiillen. Dies ist auch so und wir wollen das ohne Beweis akzeptieren. [

Schneiden sich die Kreise nicht, konstruiert man die Potenzlinie, indem man eine der vier
gemeinsamen Tangenten konstruiert. Die Potenzlinie geht dann durch den Mittelpunkt
der Beriihrungspunkte.



Beispiel 6 (Finalrunde 2009, 7) Die Punkte A, My, My und C liegen in dieser Reihen-
folge auf einer Geraden. Sei ki der Kreis mit Mittelpunkt My durch A und ko der Kreis
mat Mittelpunkt My durch C. Die beiden Kreise schneiden sich in den Punkten E und F.
Eine gemeinsame Tangente an ki und ko beriihre ki in B und ko in D. Zeige, dass sich

die Geraden AB, CD und EF in einem Punkt schneiden (Abb. 10).

S

F

Abbildung 10: SMO 2009/7

Bewers. Wir stellen zunéchst fest, dass EF'F gerade die Potenzlinie der beiden Kreise
ist. Es geniigt also zu zeigen, dass der Schnittpunkt S der Geraden AB und C'D die
gleiche Potenz an beide Kreise hat, also dass SA-SB = SC - SD gilt. Dies ist nach dem
Potenzsatz aber dquivalent dazu, dass AC'D B ein Sehnenviereck ist. Dies wollen wir nun
mit Winkeljagd beweisen.

Wegen dem Zentriwinkelsatz gilt ZCM;B = 2/CAB. Da die Radien M1 B und M,D
beide senkrecht auf der Tangenten BD stehen, sind sie parallel und es gilt ZCMsD =
LCOMB =2/CAB. Das Dreieck AM,C D ist gleichschenklig, also folgt nun:

1
£ZBDC =90° + ZM>DC = 90° + 3 (180° — ZC'MyD) = 180° — LC'AB.
Damit sind wir fertig. O
Potenzlinien kénnen sehr Hilfreich sein, wenn man versucht Aufgaben zu l6sen. Wir

geben hier einen kleinen Tipp fiir die Ubungsaufgaben: Auch ein Punkt kann als Kreis
mit Radius 0 betrachtet werden. Somit hat man fiir 2 Punkte A und P immer die Potenz

PA2.
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2 Klasische Konfigurationen, (. Cavaleri)

2.1 Einfiihrung

Dieses Skript ist dazu bestimmt einige klassische Konfigurationen zu zeigen, durch wel-
che ihr in schwierigeren Aufgaben Zeit gewinnen konnt, sobad ihr die Aufgaben einmal
gesehen habt. Bevor wir diese Konfigurationen anschauen, behandeln wir noch einmal
einige wichtige Punkte des Dreieckes. In diesem Skript arbeiten wir mit einem beliebigen
Dreieck AABC. Wir nehmen an, dass ihr die Konstruktion der wichtigsten Punkte des
Dreieckes kennt ( Umkreismittelpunkt M, Inkreismittelpunkt I, Héhenschnittpunkt H,
Schwerpunkt S). Wenn nichts anderes definiert wird, gilt « = ZCAB, g = ZABC und
v = £ZBCA. Dieses Skript beginnt mit einem anderen wichtigen Punkt des Dreieckes:
Der Ankreismittelpunkt.

Satz 2.1 Die innere Winkelhalbierende von A sowie die dusseren Winkelhalbierenden
der Winkel in B und C' schneiden sich in I, dem Ankreismittelpunkt der Seite a.
Die Ankreismittelpunkte Ig und Io sind analog definiert.

A

Abbildung 11: Der Ankreis

Beweis. Sei I4 der Schnittpunkt der beiden dusseren Winkelhalbierenden der Punkte B
und C'. Da I 4 auf der dusseren Winkelhalbierenden von B ist, hat [ 4 den gleichen Abstand
zur Gerade AB wie zur Gerade BC'. Ebenso, da [4 auf der dusseren Winkelhalbierenden
des Punktes C ist, hat 4 den gleichen Abstand zu den Geraden AC' wie zur gerade BC.
Somit hat 14 den gleichen Abstand zur Gerade AB wie zur Geraden AC. Da die drei
ausseren Winkelhalbierenden sich nicht auf einem Punkt schneiden kénnen, muss [4 auf
der inneren Winkelhalbierenden von A befinden. Indem man als Radius die Distanz zu
den Geraden verwendet, findet man den Ankreis mit Zentrum [4. n

11



2.2 Klassische Konstruktionen des Dreieckes

In disesm Kapitel behandeln wir die wichtigsten klassischen Konfigurationen des Drei-
eckes. WUM, die Spiegelung des Hohenschnittpunktes, der Eulerkreis sowie die Eulerge-
rade und die Eigenschaften der In- und Ankreise.

2.2.1 Inkreis/Ankreis Lemma

Satz 2.2 (Inkreis/Ankreis Lemma) Sei AABC' ein Dreieck und I das Zentrum seines
Inkreises. Sei S der zweite Schnittpunkt von AI mit dem Umkreis von ABC. Also sind
die Punkte I, B, C' et 14 auf einem Kreis mit Durchmesser 114 und dem Zentrum S,
wobei 14 das Zentrum der Ankresises ist.

Abbildung 12: Inkreis/Ankreis Lemma

Beweis. Montrons d’abord que SB = SI. Une chasse aux angles classique nous donne
tout d’abord que ZSIB = ZBAI + ZIBA = 5 + g De plus, ZISB = ZACB =
180°—a—f. Ainsi, ZSBI = 180°—ZSIB—/IBS = 1800—(%+§)—(180°—a—5) = %+§,
ce qui montre bien que SB = SI. Le méme raisonnement peut étre fait avec SC' et donne
SC = SI, on obtient donc que SB = SC' = SI. On a déja que B, C et I sont sur un
cercle de centre S. De plus, comme ZIBI, = ZICI, = 90°, 14 est aussi sur le cercle et
il forme un diameétre avec I, ce qui termine la preuve. ]

2.2.2 Inkreis und Ankreis

Nous allons maintenant travailler avec une transformation du plan que certains d’entre
vous ont déja vue a ’école : 'homothétie. Une homothétie est définie par la donnée d’un
point O et d’un réel A\. L’homothétie de centre O et de rapport A\ enverra alors un point
P sur un point P’ tel que OP" = X\ - OP (distances orientées). On a donc que P et P’
sont du méme coté de O si A > 0 et que P et P’ ne sont pas du méme coté de O si A < 0.

12



Nous utiliserons parfois la notation H (P, A) pour ’homothétie de centre P et de rapport
A

Abbildung 13: Un exemple d’homothétie

Wir untersuchen nun Konstruktionen welche die Dualitat zwischen dem Inkreis und dem
Ankreis zeigen.

Satz 2.3 (Durchmesser des Inkreises und des Ankreises) Sei AABC' ein Dreieck, I
das Zenrum seines Inkreises w, D der Berihrungspunkt von w mit BC, 14 das Zentrum
seines Ankreises wq an die Sete BC und X der Bertihrungspunkt von wa mit BC'. Zudem
definieren wir die Punkte E undY sodass DE und XY die jeweiligen Durchmesser von
w beziehungsweise wy sidn. Also, (cf. Fig. 14)

o A, F und X sind auf einer Geraden.

o A, D undY sind auf einer Geraden.
Beweis. Zuerst wird gezeigt, dass es eine zentrische Streckung mit dem Zentrum A gibt,
welche w auf wy sendet. Sei H die Zentrische Streckung mit Zentrum A sodass H(I) = La.
Definieren wir noch F = w N AB und F4y = ws N AB. Da ANAFI ~ AAF414, hat man,

dass H(F) = Fa. Dies beweist, dass H(w) = wa. Zudem, da ID | 14X, hat man
H(ID) = H(I4X) und also

%({E, D}) = H(OJQID) :wAﬂ[AX = {X,Y}

Da H(D) # X (weil A ¢ DX), hat man H(E) = X und H(D) = Y, was den Beweis
verfollstandigt. ]

Satz 2.4 (Mittelpunkte der Hohen) In der gleichen Konfiguration wie vorher fiigt man
noch den Hohenfusspunkt Hy und den Mittelpunkt M von der Strecke AH 4. Also, (cf.
Fig. 15)

o M, I und X sind auf einer Geraden.
e M, D et 1, sind auf einer Geraden.

13
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Abbildung 14: Satz 2.3 Abbildung 15: Satz 2.4

Beweis. Der Beweis wird euch als Ubung iiberlassen. O]

2.2.3 Spiegelungen des Hohenschnittpunktes

Satz 2.5 (Spiegelungen des Hohenschnittpunktes) Sei AABC' ein Dreieck und H seind
Héhenschnittpunkt. Seien X die Spiegelung von H an der Gerade BC und'Y die Spiege-
lung von H am Mittelpunkt der Seite BC. Also X,Y € (ABC) und AY ist ein Durch-
messer des Umkreises.

Abbildung 16: Reflektionen

Beweis. Den Beweis iiberlassen wir euch als Ubung, ihr habt ihn ja schon einmal gesehen.
O
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2.2.4 Neun-Punkte-Kreis und Eulergerade

Satz 2.6 (Eulerkreis, Neun-Punkte-Kreis) Sei AABC' ein Dreieck. Also gibt es einen
Kreis (welcher Eulerkreis oder Neun-Punkte Kreis gennant wird) der durch die Seiten-
mattelpunkte, die Hohenfusspunkte und die Mittelpunkte der Strecken geht, welche den
Hohenschnittpunkt mit den FEckpunkten verbindet. Ausserdem ist sein Radius halb so
gross wie derjenige des Umkreises.

Abbildung 17: Der Eulerkreis

Beweis. Der wichtige Schritt dieses Beweises ist, eine Zentrische Streckung H(H, %) von

dem Umkreis (ABC') zu machen. Sei der neue Kreis I'. Offensichtlich gilt M ay, My, Moy
['. Die sechs Spiegelungen des Hohenschnittpunktes auf (ABC') garantieren dass die Ho-
henfusspunkte und die Seitenmittelpunkte auch auf I' sind. n

Satz 2.7 (Die Eulergerade) Sei AABC' ein Dreieck, M der Umkreismittelpunkt triangle,
H der Hohenschnittpunkt und S der Schwerpunkt. Also sind M, H und S auf einer
Geraden, der Eulergeraden.

Beweis. Den Beweis iiberlassen wir euch als Ubung. ( Ausserdem konnt ihr euch noch

an der Frage den Kopf zerbrechen, warum auf der Grafik M = O und S =G ) O]

3 Working Backward und Transformationen der Ebene
(H. Chaix)

3.1 Working Backward

Working Backward ist eine wichtige Beweisstrategie, die man oft anwenden kann, wenn
man mit Winkeljagd nicht mehr weiterkommt. Weil einige Beweise in diesem Skript
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Abbildung 18: Die Eulergerade

diese Methode nutzen (z.B. auch schon der des Satzes iiber Sehnenvierecke, Satz 4.2 in
Geometrie I), filhren wir es bereits an dieser Stelle ein und 16sen zwei typische Beispiele
dazu vor. Die Vorgehensweise bei Working Backward ist folgende.

Angenommen ein Punkt P erfiillt eine bestimmte Anzahl Bedingungen H und man muss
beweisen dass dieser Punkt die Bedingungen C' erfiillt. Die Vorgehensweise ist dann
folgende:

1. man zeigt, dass es einen Punkt P’ gibt, welcher gleichzeitig die Bedingungen H und
C erfiillt.

2. man zeigt, dass es nur einen Punkt gibt, welcher die Bedingungen H erfiillt.

Mit diesen beiden Schritten beweist man, dass P = P’. Da P’ die Bedingungen C erfiillt,
gilt dies ebenfalls fiir den Punkt P und der Beweis ist vollstindig. Ein Beweis mit
Working Backward muss immer beide Schritte enthalten um vollstindig zu
sein. Nun folgt ein Beispiel um diese beiden Schritte zu verdeutlichen :

Beispiel 7 Seien ABC und AB'C’" zwei dhnliche Dreiecke mit demselben Umlaufsinn

und einer gemeinsamen FEcke A. Zeige, dass dann A, B, C' und der Schnittpunkt der
beiden Geraden BB' und CC" auf einem Kreis liegen.

B

Abbildung 19: Beispiel 7

Losung. Wir benennen den Schnittpunkt von BB’ und C'C’ mit P und die Winkel der
Dreiecke wie immer mit «, § und . Das Ziel ist es zu zeigen, dass P auf dem Umkreis von
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ABC liegt. Direkt mit Winkeljagd kommt man nicht so weit, jedoch liegt eine Symmetrie
zwischen den Punkten B,C' und B’,C” vor und P muss, wenn er auf dem Umkreis von
ABC liegt, auch auf dem Umkreis von AB'C" liegen. Dies motiviert sich einen Punkt P’
als Schnittpunkt der beiden Umbkreise zu konstruieren. Wir sind fertig, wenn wir jetzt
noch zeigen konnen, dass B, P, B’ und C, P’,C" je auf einer Geraden liegen. Dann ist
namlich P’ auch der Schnittpunkt von BB’ und C'C’ und es kann ja nur einen solchen
geben, was bedeutet P = P'.

Dass B, P und B’ auf einer Geraden liegen, zeigen wir mit Winkeljagd:

/BP'B'"=/BP'A+ /AP'C'+ ZC'P'B’
=/BCA+ /AB'C' + ZC'AB’
=7+ 0+
= 180°.

Weil auch Symmetrie zwischen den Punkten B, B’ und C, C’ vorliegt, liegen auch C, P’, C’
auf einer Geraden. O

Abschliessend zu diesem Kapitel noch zwei Bemerkungen. Was wir an diesen Beispielen
beobachten konnen, gilt sehr allgemein. Wenn wir mit Winkeln zu tun haben, sind Punkte
auf Kreisen sehr viel praktischer als Punkte, die mit Geraden definiert sind. Mit Working
Backward kann man Punkte so definieren, dass man die ganze Winkelmaschinerie in den
Kreisen benutzen kann.

Die zweite Bemerkung bezieht sich auf die Symmetriebegriindungen, die wir in der zwei-
ten Aufgabe verwendet haben. Wenn ihr bei euren Losungen schreibt ’...aus Symmetrie-
griinden folgt...”, sagt bitte unbedingt auch, zwischen was denn Symmetrie vorliegt, das
geht oft vergessen. 'Es liegt Symmetrie zwischen den Punkten B, B’ und C, C’ vor’ heisst
iibrigens, dass wenn wir B mit C' und B’ mit C’ vertauschen, immer noch eine Anordung
vorliegt, die den Voraussetzungen der Aufgabe entspricht.

3.2 Achsensymmetrie

Das Ziel der nichsten Kapitel ist es, die hilfreichsten Transformationen der euklidischen
Ebene zu prasentieren . Wir vermuten, dass der Leser schon vertraut mit diesen Trans-
formationen ist und konzentrieren uns deshalb auf Beispiele. Eine hilfreiche Quelle ist die
Arbeit ! von Li Kin Y. welche wir als Referenz verwenden [LKOS].

Die Achsensymetrie wird sehr oft in der Olympiade verwendet. Sehr oft kann man auch
neue Sachen entdecken, indem man eine Figur symetrisiert. Als Erinnerung;:

'Li Kin Y., Geometric Transformation I. Mathematical Excalibur, HKUST, 2008.

17



Eine Symetrie mit Achse d schickt auf
Eine Gerade [ auf eine Gerade !’ welche sich mit [ in d
schneiden.

Ein Punkt P
Eine Strecke
Ein Dreieck
Ein Kreis €2

auf einen Punkt P’ mit PP'1d

Eine Strecke mit der gleichen Lange

Ein dazu kongruentes Dreieck

Ein Kreis €' wobei d die Potenzlinie von

Q und

Hier ein Beispiel der IMO 1985 mit Losung von [LKOS|

Abbildung 20: IMO 1985/5

Beispiel 8 (IMO 1985) Ein Kreis w mit Zentrum O geht durch die Ecken A und C
des Dreieck ABC' und schneidet die Seiten AB und BC' in K beziehungsweise in N.
Die Umkreise von §2 und o' der Dreiecke ABC' beziehungsweise K BN schneiden sich im

Punkt M. Zeige, dass ZOM B = 90°.

Nachdem man 6fter die Figur gezeichnet hat, wird man vielleicht bemerken, dass MO die
Winkelhalbierende von K M C'ist. Deshalb wird es interessant die Figur zu symmetrisieren
beziiglich der Symmetrieachse M O. Auf folgende Art und Weise kann man die Aufgabe

16sen:

Losung. Sei L die Senkrechte zu M B durch O. Man bezeichne mit K’ und C’ die Spie-
gelungen von K und C' beziiglich L. Es gibt drei Schritte zu beweisen.

1. Zuerst beweist man, dass K K', CC" und M B parallel sind und rechtwinklig an L.

2. Man beweist, dass C’, K und M auf einer Gerade sind.
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3. Man beweist, dass K’, C' und M auf einer Gerade sind.

Die beiden letzten Punkte reichen aus um den Beweis abzuschliessen: Da C'K und C K’
symmetrisch beziiglich L sind, schneiden sich auf L und somit liegt M auf L.

Fiir den ersten Punkt, da K’ und C’ die jeweiligen Spiegelungen von K beziehungsweise C
sind, hat man dass K K’ und C'C’ rechtwinklig zu L sind. Da M B auch rechtwinklig zu L
ist, also sind M B, CC’" und KK’ alle rechtwinklig zu M und somit parallel zueinander.
Fiir den zweiten Punkt, indem man den Peripheriewinkelsatz in w und w’ verwendet,

erhdlt man (da C’ und K’ auf w liegen)

/KC'C=180°—- Z/KNC = /BNK = /BMK

Diese Gleichung und die Tatsache dass C'C" und BM parallel sind, ergeben, dass C’, K

und M auf einer Gerade liegen.

Fiir den letzten Punkt, indem man die Symmetrie, den Peripheriewinkelsatz in w und w’

sowie die Parallelitdt von BM und C'C’ verwendet, erhilt man

LC'CK' = ZCC'K
= /LCAK
=/ZLCAB
= /180° — BMC
=/C'CM.

Somit liegen K', C' und M auf einer Geraden.

3.3 Drehung und Punktspiegelung

Wie schon im ersten Kapitel verwenden wir vor allem Beispiele. Als Erinnerung :

Eine Spiegelung mit Zetrum O
sendet

auf

Eine Gerade [
Ein Punkt P

Eine Strecke

Ein Dreieck
Ein Kreis Q2

Eine Gerade [’ parallel zu [

Ein Punkt P’ mit O dem Mittelpunkt
von PP’

Einer dazu parallelen Strecke mit der
gleichen Lénge

Ein dazu kongruentes Dreieck

Ein Kreis ¢

Eine Drehung mit Zentrum O von
einem Winkel 0 sendet

auf

Eine Gerade [
Ein Punkt
Eine Strecke
Ein Dreieck
Ein Kreis €2

eine Gerade !’ mit £’ =0
Einen Punkt
Eine Strecke mit der gleichen Lénge

Ein dazu kongruentes Dreieck
Ein Kreis €/
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Wir werden die Punktspiegelung nicht speziell behandeln, da es sich nur um eine Drehung
von 180°. Noch einmal eine Aufgabe von [LKO0S|.

Beispiel 9 Se: ABC'D ein Quadrat mit Seitenlinge 1. Die Punkte P, QQ, M und N sind
auf der Seiten AB, BC', C'D beziehungsweise DA, sodass

AP + AN + CQ + CM = 2.

Zeige dass PM rechtwinklig zu QN ist.

! Q' D M C

M

P/

D’ N’ A P B

Abbildung 21: Beispiel 9

Lésung. Wir machen eine Drehung um 90° mit Zentrum A welche B auf D sendet, sowie
P,Q, M, N, C, D auf Punkte welche wir P’, ', M', N', C' beziehungsweise D’ nennen.
Da CC'’ parallel zu BD’ ist und

PN'= PA+ AN’
= AP + AN
=2—(CM +CQ)
=CC' - (CM +(C'Q’)
= MQ',
Man hat also, dass M PN'Q’ ein Parallelogramm ist. Also ist N'Q’ parallel zu M P und

somit (indem man eine zweite Rotation um 90° macht) ist N@Q rechtwinklig zu M P. O

Im allgemeinen, die Idee ein Quadrat zu vergréssern, entweder indem man die Seiten
als Symetrieachsen verwendet oder indem man das Quadrat vergrossert, kann manchmal
helfen, auch in der Kombinatorik. Wir werden nun das Beispiel 6 der IMO-Selektion von
2013 16sen.
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3.4 Translation

Bevor wir beginnen, rufen wir noch einmal alle wichtigen Eigenschaften in Erinnerung.

Eine Verschiebung um den Vektor ¢ | auf

sendet

Eine Gerade [ eine Gerade [’ parallel zu [

Ein Punkt P einen Punkt P’ mit PP’ = &

Eine Strecke Eine parallel Strecke mit der gleichen
Lange

Ein Dreieck Ein dazu kongruentes Dreieck

Ein Kreis € Ein Kreis €/

Wihrenddem man mit den parallelen Gerade oder einem Trapez konfrontiert wird, kon-
nen Translationen sich genauso niitzlich erweisen wie Vektoren. Eine seht oft verwendete
Idee besteht darin, Dreieck zu Parallelogramme zu vervollstandigen.

Beispiel 10 (BxMO 2018) Sei ABC' ein Dreieck mit dem Héhenschnittpunkt H und
seiten D, E und F' die Mittelpunkte der Strecken AB, AC und AH. Die Spiegelung von
B und C an F sind P beziechungsweise Q). Zeige, dass die Geraden PE und QD sich auf
dem Umkreis von ABC' schneiden.

Q

Abbildung 22: Beispiel 10

Lésung. Sei A’ die Abbildung von A nach einer Verschiebung um den Vektor QB. Ebenso
bildet diese Verschiebung @ auf B ab, und da PCQ@Q B ein Parallelogramm ist auch P auf
C. Wir haben also eine Symetrie in ' welche CHB auf QAP abbildet, und QAP auf
BA'C. Somit, indem man diese Tatsache mehrmals verwendet, indem man die Summe
der Winkel in BC'H, den Hohenschnittpunkt H und die Winkelsumme im Dreieck ABC
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verwendet, erhélt man:

/BA'C = /CHB
—180° — /CBH — /HCB
= 180° — (90° — ZBCA) — (90° — ZCBA)
= 180° — ZBAC.

Dadurch folgt, dass A" auf dem Umkreis von ABC' liegt. AQBA’ und PAA'C' sind par-
allelogramme, also sind D und F die Schnittpunkte ihrer Diagonalen. Daraus folgt, dass
die Geraden PE und QD sich in dem Punkt A’ schneiden, was den Beweis beendet. []

Ein anderes Beispiel von [LKO08]:
Beispiel 11 Sei ABCD ein konvexes Viereck mit AD = BC'. Seien E, F die jeweiligen

Mittelpunkte der Strecken CD und AB. Sei H der Schnittpunkt von AD und FE und G
der Schnittpunkt BC und FE. Zeige, dass ZAHF = /BGF.

Abbildung 23: Beispiel 11

Lésung. Sei I die Abbildungen von A nach einer Verschiebung um den Vektor C'B. Somit
ist BC'AI ein Parallelogramm. F ist der Mittelpunkt von BA und auch derjenige von C'I.
E und F sind die Mittelpunkte der Seiten des Dreiecks I DC', also hat man E'F parallel zu
DI. Indem man diese Tatsache damit verbindet, dass C'B parallel zu AI ist, erhélt man,
dass Z/BGF = LAID. Wegen AI = BC = AD folgt, dass DAI ein gleichschenkliges
Dreieck ist und somit ZADI = ZAID. Weil FH parallel zu DI, folgert man:

LAHF = ZADI = LAID = ZBGF.
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3.5 Zentrische Streckungen

Zuerst folgt eine kurze Zusammenfassung, wie sich eine zentrische Streckung auf die
wichtigen Geometrischen Elemente auswirkt, dann folgt eine Erklarung wie zentrische

Streckungen angewendet werden.

Eine zentrische Streckung mit
Faktor A\ sendet

auf

Eine Gerade [
Ein Punkt P
Eine Strecke der Lange s

Ein Dreieck
Ein Kreis mit Radius r

Eine Gerade I’ parallel zu [

Ein Punkt P’ mit OP' = A\OP

Eine dazu parallele Strecke der Lange
|A|s

Ein dazu dhnliches Dreieck

ein Kreis mit Radius |A|r

Auch haben wir:

Satz 3.1 (Zentrische Streckung fiir Ahnliche Dreiecke) Seien ABC und A'B'C’ zwei
dhnliche Dreiecke, sodass AB || A’B' , BC || B'C" und AC' || A’/C". Also schneiden sich
AA’, BB und CC" in einem Punkt.

Hier muss noch bedacht werden, dass die Gerade AA’, BB’ und C'C’ parallel zueinander

sein konnen. In diesem Fall schneiden sich die Geraden AA’, BB’ und C'C’ iiberhaupt
nicht, beziehungsweise in einem Punkt, der im unendlichen liegt.

Beispiel 12 (MEMO 2018) Sei ABC' ein spitzwinkliges Dreieck mit AB < AC und
sei D der Fusspunkt der Héhe von A. Seien R und @ die Schwerpunkte der Dreiecke
ABD bzw. ACD. Sei P ein Punkt auf der Strecke BC', sodass die Punkte P,(Q, R und
D auf einem Kreis liegen. Zeige, dass die Geraden AP, BQ und C'R einander in einem
gemeinsamen Punkt schneiden.

M
B D P C

Abbildung 24: Beispiel 12

Lésung. Nehmen wir einmal an, dass PQR &hnlich zu ABC' ist und das AB || PQ und
BC' || QR. Also gibt es eine zentrische Streckung, die PQR auf ABC' abbildet und somit
schneiden sich AP, BQ) und C'R in einem Punkt. Working Backward hat diese Aufgabe
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also sehr vereinfacht. Nun miissen wir noch die Tatsache verwenden, dass R und @) die
Schwerpunkte eines Dreieckes sind. Wir verlangern die Gerade DR und bezeichnen den
Schnittpunkt von DR und AB mit M. Ebenso bezeichnen wir den Schnittpunkt der
Gerade D@ und AC' mit N. Da R und ) die Schwerpunkte eines Dreiecks sind, gilt
g—ﬁ = g—]% = % . Daraus folgt, dass die Geraden M N und QR parallel sind. Da aber M
und N die Mittelpunkte der Strecken AB beziehungsweise AC' sind, ist C'B parallel zu
M N und somit auch zu RQ. Die Ahnlichkeit der Dreiecke PQR und ABC folgt nun mit

Winklejagd und ist dem Leser als Ubung iiberlassen. O]

Beispiel 13 Sei ABC' ein Dreieck, M der Mittelpunkt der Strecke BC und D ein Punkt
auf der Geraden AB, sodass B zwischen A und D liegt. Sei E ein Punkt auf der anderen
Seite der Geraden CD als B, sodass /EDC = ZACB und Z/DCE = ZBAC . Sei F der
Schnittpunkt von CE mit der Parallelen zu DE durch A und sei Z der Schnittpunkt von
AFE und DF. Zeige, dass sich die Geraden AC, BF und MZ in einem Punkt schneiden.

E

Abbildung 25: Beispiel 13

Lésung. Zuerst einmal fiihren wir zwei neu Punkte ein. Sei X der Schnittpunkt von
AC und BF und sei Y der Schnittpunkt von BE und CD. Da ZEDC = ZACB und
LDCE = ZBAC sind ABC und C'DFE &hnlich zueinander. Also gilt

/ZCBD =180° — LZBAC — Z/BCA = ZDEC.

Somit ist C BDE ein Sehnenviereck. Anschliessend gilt wegen der der Bedingung AF
parallel zu DFE :

LAFC =180° — ZDFEF = ZDBC = 180° — ZCBA.

Somit ist BC'F A auch ein Sehnenviereck . Mit diesem Sehnenviereck findet man /FCA =
/FBA und
/BED = /BCD
=180° — 4ZBCA - LZACF — /DCFE
=180° — Z/BCA — ZABF — Z/BAC
= /FBC.
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Folglich sind F'B und DC parallel. Des Weiteren gilt, /BEA = /DFA — /DEB =
/FAE - /FAC = ZCAE. Somit sind auch die Geraden C'A und BE parallel. Somit ist
XBYC' ein Parallelogramm und das heisst, das M auf der Strecke XY liegt. Da FAX
und DY E zwei ahnliche Dreiecke sind, bei welchen alle Seiten parallel sind, gibt es eine
zentrische Streckung, die ein Dreieck auf das andere abbildet. Das Streckzentrum ist der
Schnittpunkt von AE, FFD und XY. Also Z. Somit liegt Z auf der Strecke XY. Das
heisst, die Geraden AC, BF und M Z schneiden sich in X. O

Beispiel 14 (St. Petersburg Math Olympiad 1996) Im Dreieck ABC' gilt /BAC =
60°. Sei O ein Punkt in ABC' sodass ZAOB = ZBOC = ZCOA. Seien D und E die
Mittelpunkte der Strecken AB beziehungsweise AC. Zeige, dass A, D, O und E auf einem
Kreis sind.

Abbildung 26: Beispiel 14

Léosung [LK08]. Weil

/OAB = /CAB — /CAO
= 60° — LCAO
— 180° — 120° — ZC AO
= 180° — LAOC — ZC'AO
— JOCA,

und ZAOC = Z/BOC = 120° hat man die Ahnlichkeit der Dreiecke OAB und OCA.
Daher wird es interessant eine Abbildung zu finden, welche OAB auf OCA sendet. Also
zum Beispiel eine Drehung von 180° mit einer zentrischen Streckung. Wir nennen diese
Abbildung ¢. Diese sendet A — B, C'+— A, O +— O und E — D. Somit

LOFEA+ LADO = Zp(O)p(E)p(A) + LADO
= /Z0DB + £LADO
= 180°,
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was den Beweis beendet O

Es ist ziemlich einfach eine Abbildung zu suchen, welche ein Dreieck auf ein anderes
ahnliches Dreieck sendet aber manchmal trotzdem sehr hilfreich. Als Beispiel kann man
die Aufgabe 5 der MEMO 2014 verwenden, welche jedoch als Ubung iiberlassen wird.

4 Erste Schritte der Trigonometrie (A. Maret)

4.1 Einfiihrung

Die trigonometrischen Funktionen verbinden auf eine direkte Art und Weise Algebra mit
der Messung von Winkeln und Streckenlédngen. Im Gegensatz dazu geben dhnliche Drei-
ecke nur eine indirekte Art um Verhéltnisse zu vergleichen. Es ist wichtig zu wissen, dass
um zu beweisen, dass zwei Winkels eines Dreieckes gleich sind, reicht es zu iiberpriifen,
ob die Léngen ihrer Seiten eine bestimmte algebraische Gleichung erfiillen. Die Trigo-
nometrie wird uns erlauben direkt die Werte von gewissen Winkeln zu berechnen wenn
die Seitenldngen bekannt sind. Ebenso erlaubt sie, die Seitenlingen mit den Winkeln zu
berechnen. Um herauszufinden ob die Winkel gleich sind, reicht es also zu iiberpriifen ob
die berechneten Werte gleich sind.

Im Rahmen der Mathematik-Olympiade ist die Trigonometrie sowohl ein méchtiges als
auch ein gefdhrliches Werkzeug. Es wird seht stark davon abgeraten, einfach einmal
Trigonometrie anzuwenden um herauszufinden, was dabei herauskommt. Ein trigono-
metrischer Ansatz ohne korrekte Losung wird grundsatzlich mit 0 Punkten
benotet ! Die mangelnde Erfahrung wird sich dann oft durch mehrere Seiten voller tri-
gonometrischer Ausdriicke ohne irgend ein Resultat ausdriicken. Nur Ubung und eine
gute Kenntnis der trigonometrischen Formeln erlauben es, die Macht der Trigonometrie
zu benutzen. Es wird also allen Teilnehmern sehr stark ans Herz gelernt zuerst eifrig die
Trigonometrie zu iiben, bevor sie sich wahren einer Priifung Trigonometrie anwenden.

Das erste Kapitel ist dazu da, um alle Definitionen der Trigonometrie noch einmal in
Erinnerung zu rufen und auch um ihre grundlegenden Eigenschaften aufzuzeigen. Die-
ser Stoff wird normalerweise in der Schule unterrichtet und ist deshalb vor allem der
Vollstandigkeit halber hier noch einmal erwahnt.

4.2 Konstruktion von Sinus, Kosinus und Tangens

Es ist wichtig, dass man einen Winkel nicht mit seiner Messung verwechselt. Ein Win-
kel ist der Teil der Ebene welcher durch zwei Halbgeraden mit dem gleichen Ursprung
aufgespannt wird, wiahrenddem die Messung des Winkels eine reelle Zahl ist welche der
Anteil der Ebene bestimmt die durch den Winkel besetzt wird.

Es gibt drei fundamentale trigonometrische Funktionen welche jeder Messung eines Win-
kels eine reale Zahl zuordnen. In der Literatur ist es ein Brauch, dass man eher mit
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Radiant als mit Grad arbeitet. In dem Massstab Radiant entspricht ein kompletter Win-
kel (das heisst ein Winkel von 360° einer Messung von 27. Die Messung von den anderen
Winkel ist dazu proportionell. Zum Beispiel, ein Winkel von 180° entspricht = Radiant
und ein rechter Winkel ist gleich viel wie 7/2 Radiant. Im allgemeinen, wenn d die Mes-
sung eines Winkels in Grad ist und r die Messung eines Winkels in Radiant, hat man
folgende Gleichung :

= r=-—"d
T "~ 180

Wir beschreiben nun wie der Kosinus und der Sinus einer reellen Zahl berechnet werden
kann. Man beginnt indem man den Einheitskreis [' mit Radius 1 um den Ursprung zeich-
net. Man zeichnet anschliessend den Winkel 6, ausgehend von der positiven horizontalen
Halbachse und im Gegenuhrzeigersinn falls § > 0, beziehungsweise im Uhrzeigersinn
falls & < 0. Man kann sich auch einen Zeiger vorstellen der am Ursprung fixiert ist und
dann gedreht wird bis er mit der positiven x-Achse den richtigen Winkel aufspannt. Der
Zeiger ist somit auf einen eindeutig definierten Punkt X () auf dem Kreis I' gerichtet,
wie die Figur 4.2 zeigt. Zum Beispiel hat man X (0) = (1;0) und X (7/2) = (0;1).

Da eine komplette Umdrehung einem Wert von 27 entspricht, kdnnen zwei verschiedene
Werte von 0 auf den gleichen Punkt X auf I' zeigen. Dies ist der Fall wenn zwei Werte
von € "kongruent modulo 27 sind", das heisst diese beiden Winkel unterscheiden sich um
ein vielfaches von 27. Zum Beispiel geben die Winkel 6; = 7/4 und 6y = 27 + 7/4 den
gleichen Punkt X () auf dem Einheitskreis T'.

Abbildung 27: Les points X (0;) et X (03) déterminés pour les valeurs de 0; ~ 7/3 et
92 ~ —77T/8

Definition 4.1 (Sinus und Kosinus) Der Sinus ist definiert als die y-Koordinate des
Punktes X () und der Kosinus ist definiert als die x-Koordinate des Punktes X (6). Das
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heisst :

X (0) = (cos(0);sin(8)).

In anderen Worten sind der Sinus und der Kosinus wie folgt definiert: Man projiziert
den Punkt X = X (#) auf die horizontal und die vertikale Achse. Seien H und V' die
jeweiligen Projektionen. Der Kosinus von 6, cos(#) ist also gegeben durch die gerichtete
Strecke OH und der Sinus von 6, sin(#) ist also gegeben durch die gerichtete Strecke
V H. Was heisst gerichtete Strecke ? Die Punkte H und V' befinden sich auf den beiden
Achsen. Die Strecke OH ist positiv, falls H rechts vom Ursprung ist und negativ falls H
sich auf der linken Seite des Ursprungs befindet. Genau gleich ist OV positiv, wenn sich
V' oberhalb vom Ursprung befindet und negativ falls V' unterhalb des Ursprunges liegt.

Um nun den Tangens von 6 zu definieren, fithrt man die Tangente ¢ an den Kreis I' am
Punkt (1;0) ein. Man verldngert ausserdem die Gerade OX und man definiert 7'(9) als
Schnittpunkt dieser Gerade mit t. Falls zum Beispiel § = /2 sind die beiden Geraden
parallel und haben keinen Schnittpunkt. Das ist der Fall fiir alle Werte § = 7/2+ kr mit
einer ganzen Zahl k. In diesem Fall ist der Tangens undefiniert. In allen anderen Féllen
ist der Tangens wie folgt definiert.

Definition 4.2 (Tangens) Der Tangens von 6 # 7/2+km ist definiert als die y-Koordinate
von dem Punkt 7'(6). Das heisst:

T(0) = (1;tan()).

In anderen Worten, der Tangens von 6, tan(0) ist gegeben durch die Lénge der gerich-
teten Strecke von dem Punkt (1;0) und dem Punkt 7°(f). Dieses Mal ist die Lénge
positiv wenn der Punkt 7'(f) oberhalb von dem Punkt (1;0) liegt und negativ wenn der
Punkt 7'(f) unterhalb von dem Punkt (1;0) liegt.

Diese Grafik welche fiir die Konstruktion von allen trigonometrischen Funktionen ver-
wendet wird heisst Finheitskreis. Wir werden sehen, dass es grunsétzlich ausreicht eine
Skizze des Einheitskreises zu machen um die verschiedenen trigonometrischen Formeln
wiederzufinden und sich an einige grundsétzliche Werte zu erinnern. Lernt, mit diesem
Werkzeug zu arbeiten, so miisst ihr euch nicht an alle Formeln erinnern.

4.2.1 Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen

Da die Punkte H und V sich innerhalb des Kreises I' befinden, welcher einen Radius 1
hat, sind die Werte des Kosinus und des Sinus von # immer zwischen —1 und 1 egal fiir
welchen Wert von 6. Das heisst, beide Funktionen sind surjektiv von der reellen Zahlen
auf das Intervall [—1,1]:

sin: R — [—1;1],
cos: R — [—1;1].
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H (1:0)

Abbildung 28: Konstruktion des kosinus und des Sinus eines Wertes # > 0. In diesem
Fall ist 6 ungeféhr 7/4. Man kann also feststellen, dass der Kosinus und der Sinus positiv
sind.

Zudem, wéhrenddem sich 6 dem Wert 7/2 annéhert, befindet sich der Punkt 7°(6) welcher
den Tangens definiert immmer weiter oben auf der Gerade t. Genau gleich, falls 6 sich
dem Wert —m/2 annéhert befindet sich der Punkt 7'(f) immer weiter unten auf der
Gerade t. Das heisst, die Funktion Tangens kann jeden reellen Wert erreichen, das heisst
die Funktion Tangens ist surjektiv auf die Menge der reellen Zahlen:

tan: R\ {r/2+kr:ke€Z} - R

Es wurde bereits erwihnt, dass dir Position des Punktes X (6) sich nicht veriandert wenn
man den Wert von 6 um ein Vielfaches von 27 verdndert. Die Position des Punktes 7'(6)
ist hingegen identisch sobald man den Wert von 6 um ein Vielfaches von pi verdndert.
Der mathematische korrekte Ausdruck dafiir ist, dass die Funktionen Kosinus und Sinus
periodisch mit einer minimalen Periode von 27 sind und die Funktion Tangens ist
periodisch mit einer minimalen Periode von 7:

sin(6 + 2km) = sin(6),
cos(0 + 2km) = cos(#), Vk € Z.
tan(f + k) = tan(0),

Die Konstruktion der trigonometrischen Funktionen erlaubt es uns, einige Grundwerte

der genannten Funktionen zu berechnen. Es ist zum Beispiel einfach zu sehen, dass fiir
X(0) = (1;0),X(7/2) = (0;1),X(—7/2) = (0;—1) und schliesslich X (7) = (—1;0).
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Ebenso gilt, T(0) = (1;0),7(7/4) = (1;1) und ebenso T'(—7n/4) = (1;—1). Daraus
folgert man

/2 | —w/4 |0 | /4| w/2 | 7
cos 0 1 -1
sin -1 0 1 0
tan - -1 0| 1 - 0

Man bemerkt ebenfalls, indem man die Entwicklung des Punktes X (6) auf dem Ein-
heitskreis betrachtet, wahrend 6 grosser wird , dass die Sinusfunktion streng monoton
steigend ist auf dem Intervall [—7/2; 7/2] und die Kosinusfunktion ist streng monoton
fallend auf dem Intervall [0;7]. Diese beiden Bemerkungen spielen eine wichtige Rolle
wenn es um die Injektivitit der Funktionen geht. Zum Beispiel, wenn o und £ zwei
Winkel eines spitzwinkligen Dreieckes sind, sodass sin(a = sin(f3), also hat man o = .
Der Tangens ist streng monoton steigend auf dem Intervall | — 7/2; 7/2[. Wir werden
die Injektivitdt noch detaillierter behandeln.

Man kann ebenfalls feststellen, dass der Sinus und der Tangens ungerade sind , wihrend
dem der Kosinus gerade ist.

sin(—#) = —sin(0),
cos(—0) = cos(0),
tan(—0) = — tan(6).

Wie kann man solche Eigenschaften beweisen 7 Wieder einmal durch ein Beweis durch
Beobachtung. Die Figur 3 gibt sofort das gewiinschte Resultat.

Alle oben genannten Eigenschaften erlauben es, ohne grosse Schwierigkeiten den Graph
der trigonometrischen Funktionen zu zeichnen. Ebenfalls kann ein geiibtes Auge auch
alle aufgelisteten Eigenschaften direkt vom Graph ablesen.(Durch eine Betrachtung der
Figuren 30 und 31). Aus diesem Grund ist es wichtig sich entweder an die Eigenschaften
oder an den Graph zu erinnern.

Grundlegende Formeln Wir werden jetzt die algebraischen Eigenschaften der Tri-

gonometrischen Funktionen herleiten. Wenn man noch einmal Figur 2 betrachtet, stellt

man fest, dass die Geraden HX und ¢ parallel sind. In dem man den Strahlensatz ver-
HX _ AT

wendet, findet man donc g7 = 5%, wobei A der Punkt (1; 0) bezeichnet. Indem man die

Tatsache verwendet, dass OA = 1, findet man folgende Formel :

sin(#)

cos(f)’

Zudem, da dass Dreieck O H X rechtwinklig ist in dem Punkt H und OX = 1, findet man
durch den Satz von Pythagoras folgenden Formel :

sin?(6) + cos®(6) = 1.

tan(f) =
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Abbildung 29: Konfiguration des Einheitskreises in welchem die Winkel # und —6 re-
prasentiert sind. Aus Symmetriegriinden beziiglich der horizontalen Achse kann man
schlussfolgern, dass der Kosinus gerade und der Sinus und der Tangens ungerade sind.

Man kann beide Formeln kombinieren und findet:

1

=1 *(6).
cos?(0) + tan“(0)

Erginzungswinkel und Komplementidrwinkel Wenn man versucht eine Aufgabe
mit Winkeljagd zu 16sen, erscheinen oft Erganzungswinkel und Komplementarwinkel. Es
ist deshalb wichtig, auch den Sinus und den Kosinus von diesen Winkel zu kennen. Wie fiir
die Paritéit des Sinus und des Kosinus, kann man diese Formeln direkt vom Einheitskreis
ablesen. Noch einmal, es ist einfacher sich an die Methode zu erinnern als sich an die
Formeln zu erinnern. Ratschlag eines Freundes.

In algebraischen Ausdriicken entspricht die Figur 4.2.1 folgenden Ausdriicken:

{ sin(m — ) = sin(6),
cos(m — 0) = —cos(h).

Die unten aufgelisteten Formeln kann man mit dhnlichen Zeichnungen beweisen.

sin(m + ) = Fsin(0),
cos(m £ 0) = — cos(6),
tan(m + 0) = £ tan(0),

sin (Z £ 6) = cos(6),
cos (2 £6) = Fsin(h),
tan (2 & 6) = F1/tan(6),
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Abbildung 30: Der Graf des Tan- Abbildung 31: Der Graf des Kosinus und Sinus
gens mit der Lange einer Periode von = mit der Lange einer Periode zwischen 0 und 27.
—m/2 bis 7/2.

Bemerkungen iiber die Injektivitat Die Funktionen Kosinus und Sinus sind nicht
injektiv, auch wenn man sie auf ein Intervall mit der Lénge der minimalen Periode 27
reduziert. Man hat zum Beispiel cos(—6) = cos(f) und sin(m — ) = sin(#). Es handelt
sich hier aber um das einzige Hindernis der Injektivitéit auf einem Intervall der Lénge 27.
Das heisst, man kann die Winkel trotzdem in ein Verhéltnis zueinander setzen.

0, = 6y + 2km oder

cos(t) = cos(0y) <= Jk € Z so dass { 0, = —0y + 2k,

et
0, = 0, + 2km oder

sin(;) = sin(6,) <= Ik € Z so dass { 0, = 1 — Oy + 2.

Der Tangens ist injektiv auf dem Intervall | — 7/; 7/2[. Das heisst :

tan(f;) = tan(fy) <= Ik € Z so dass 0; = 0y + k.

Summe von Winkeln Eine Winkeljagd fiihrt oft dazu, dass man Summen von Win-
keln hat. Es ist also wiinschenswert eine trigonometrische Formel fiir die Summe von zwei
Winkeln zu haben. Wie wir sehen werden, sind diese Formeln komplizierter als die bishe-
rigen trigonometrischen Formeln. Sie werden hier mit einer guten Eselsbriicke eingefiihrt,
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(0;1)

Abbildung 32: Konfiguration des Einheitskreises bei welcher die Winkel 6 et 7 — 0 re-
préasentiert sind. Aus Symmetriegriinden beziiglich der senkrechten Achse hat man die
gewiinschten trigonometrischen Formeln.

damit man sich wieder an diese Formeln erinnern kann. Die Idee ist die eulersche Formel
fiir komplexe Zahlen zu verwende:

e = cos(6) + isin(0).
Man findet also einerseits mit der eulersche Formel
01 +02) — cos(fy + 63) + isin(0; + 65)

und andererseits mithilfe der Formeln fiir die Exponenten,
ei(91+92) _ e’i91 . €i92
= (cos(0y) +isin(fy)) - (cos(by) + isin(hy))
= (cos(6y) cos(f2) — sin(6;) sin(hz)) + i(sin(f;) cos(fs) + cos(;) sin(6s)).

Somit findet man die Formel fiir die Summe von Winkeln.

{ sin(6; + 6;) = sin(6;) cos(6s) + cos(6;) sin(6s),
cos(0; + 03) = cos(6;) cos(0s) — sin(6;) sin(6y).

Indem man 0y mit —6, ersetzt und indem man die Regeln den Paritat verwendet findet
man die Formeln fiir die Differenz von Winkeln:

sin(f; — 63) = sin(6;) cos(fz) — cos(6;) sin(6s),

cos(0; — 63) = cos(y) cos(fy) + sin(6;) sin(6y).

Wie bereits erwahnt, kann man den Tangens als Bruch mit Sinus iiber Kosinus schreiben.
Mit den vorangehenden Formeln findet man

_ tan(0y) + tan(6;)
tan(@l + 02) = 1 tan(el) tan(92) s tan(01 92)

_ tan(f;) — tan(6s)
1+ tan(6;) tan(6y)
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Das Doppelte eines Winkels Wenn man die Winkel 6; = 6, =: 0 gleichsetzt, dann
folgt mithilfe der Formeln fiir die Winkelsumme sofort die Formel fiir das Doppelte eines
Winkels:

sin(20) = 2sin(0) cos(h),
cos(260) = cos(A)? — sin(0)? = 1 — 2sin(0)* = 2cos(A)? — 1,

wobei man fiir den Kosinus die Formel sin(6)? + cos(6)? = 1 verwendet hat um den
gefunden Ausdruck anders zu schreiben. Indem man die Bruchschreibweise des Tangens
verwendet, findet man von neuem die betreffende Formel fiir den Tangens:

2 tan(0)
tan(20) = T tan’(0)’
Summen in Produkte umformen Diese letzten Formeln, welche sehr technisch sind,
werden sich als sehr niitzlich erweisen. Von allen hier aufgelisteten trigonometrischen
Formeln sind sie aber auch die kompliziertesten. Die Idee ist, jede Summe von zwei
trigonometrischen Funktionen als Produkt auszudriicken und umgekehrt. Zum Beispiel,
indem man die Formel fiir die Summe und die Differenz von zwei Winkel addiert, findet
man :

sin(6q) cos(fz) = %(sin(Ql + 63) + sin(0; — 0,)),
cos(fy) cos(y) = %(005(01 + 0) + cos(0y — 02)),

sin(6;) sin(fy) = %(— cos(6y + 02) + cos(0; — 6)).

Indem man die Winkel oy := 61 + 65 und «s := 6 — 05 definiert, kann man die Formeln
auf folgende Art und Weise neu schreiben:

sin(aq) + sin(ag) = 2sin (al ;aQ) Cos (al ; OQ) :
oy + o a1 — Qi
cos(aq) + cos(ag) = 2 cos ( 5 ) Cos ( 5 ) ,
(o tax) L fap—
cos(ay) — cos(ay) = —2sin ( 5 ) sin ( 5 ) .

Es gibt auch dhnliche Formeln fiir den Tangens. Man findet sie, indem man den Tangens
als Bruch von Sinus iiber Kosinus schreibt und mithilfe der Verwendung der Formel fiir
die Summe von zwei Winkeln:
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sin(ag + ag)

tan(ay) + tan(an) = cos(ar) cos(aa)’

sin(a; — )

tan(ay) — tan(ag) = cos(on) cos(ag)”

4.2.2 Formelsammlung

Um auf eine effiziente Art und Weise die trigonometrischen Formeln in Olympiadenpro-
blemen anzuwenden, muss man die trigonometrischen Formeln kennt denn ohne diese
ist es unmoglich, die gefunden Ausdriicke zu vereinfachen. Sie auswendig zu lernen ist
nicht sehr schlau, da es zu viele Formeln sind. Aus diesem Grund empfehlen wir, dass ihr
versucht den Weg zu erinnern wie wir diese Formeln in diesem Skript hergeleitet haben.
Erinnert-euch zum Beispiel daran, dass man die Formel fiir eine Winkelsumme mit der
Euler-Formel fiir komplexe Zahlen finden kann. Wir fassen noch einmal alles verwende-
ten Formeln in folgender Tabelle zusammen. Sie ist eine gute Hilfe wenn ihr versucht
Aufgaben mit Trigonometrie zu l6sen.

TABLE

4.3 Trigonometrie im rechtwinkligen Dreieck

Da wir die Trigonometrischen Funktionen am Einheitskreis eingefiihrt haben, sind wir
momentan noch auf einen Kreis mit Radius eins beschrénkt. Mit Hilfe der zentrischen
Streckung kénnen wir aber die Definition an einen allgemeinen Kreis anpassen. Somit
kénnen wir auch in einem rechtwinkligen Dreieck arbeiten. Das ist der Sinn von folgendem
Theorem:

Satz 4.1 (Trigonometrie im rechtwinkligen Dreieck) Sei ABC' ein Dreieck mit einem
rechten Winkel in C. o ist der Winkel in A. Also :

_ BC  Gegenkathete

sinfar) = AB Hypotenuse '
_AC  Ankathete
cos(a) = AB  Hypotenuse’
BC  Gegenkathete
tan(a) = =

AC — Ankathete
In einem rechtwinkligen Dreieck gibt es niemals stumpfe Winkel. Die Konsequenz davon
ist, dass die drei Trigonometrischen Funktionen immer reelle positive Zahlen geben. Die

Konsequenz davon ist, dass wir uns nicht um die gerichteten Strecken kiimmern miissen.

Beweis. Der Beweis fiir die Formeln im rechtwinkligen Dreieck ist eine Anwendung des
Strahlensatzes. Es reicht die Figur im Einheitskreis zu rekonstruieren. Sei B’ ein Punkt
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auf AB mit einer Distanz 1 von A und sei C" seine Projektion auf AC. Man verwendet
nun den Kreis mit Zentrum A welcher durch B’ und somit ein Einheitskreis ist.

Gemass der Definition hat man
sin(a) = B'C’, cos(a) = AC".

Durch den Strahlensatz, da die Geraden B’C’ und BC' parallel sind, findet man schliess-
lich:

_ . BC e AC
sm(a)—BC—AB, cos(a)—AC—AB.
Somit hat man
tan(a) sin() _ BC
st ~cos(a)  ACT

]

Die Trigonometrie liefert alle Sorten von Formeln. Eine davon erlaubt es, die Fliche eines
Dreieckes nur mithilfe von den Messungen eines Winkels und den zwei dazugehdrigen
Seiten.

Beispiel 15 (Fliche eines Dreieckes) Sei ABC' ein Dreieck. Wir verwenden die Stan-
dardschreibweise fir die Seiten a := BC,b:= AC,c:= AB und «, 8,7 sind die jeweiligen
Winkel in A,B und C. Sei [ABC] die Fliche des Dreieckes ABC'. Also hat man

[ABC| = % -ab - sin(y) = % -be - sin(a) = % - ca - sin(pB).

Lésung. Wir werden sehen, dass es sich um eine einfache Anwendung der trigonometri-
schen Formeln in einem rechtwinkligen Dreieck handelt. Sei H die Projektion von A auf
BC. Wir wissen, dass

1 1
Der Konstruktion geméss ist das Rechteck BAH rechtwinklig in H. Die trigonometrischen

Formeln fiir das rechtwinklige Dreieck geben Folgendes Verhélnis:

opposé AH

sin(f) = hypothénuse ~ AB’
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Man hat somit AH = c¢-sin(f) und schlussfolgert damit dass [ABC] = 1/2 - ac - sin(/3).
Die anderen Formeln kann man auf symmetrische Art und Weise schlussfolgern. m

Beispiel 16 (Hohe eines rechtwinkligen Dreieckes) Sei ABC' ein Dreieck mit einem
rechten Winkel in C. Also ist die Linge der Héhe im Quadrat gleich gross wie die das
Produkt der beiden Streckenldinge welche durch die Héhe auf der Hypotenuse gegeben sind.
Das heisst, falls H die Hohe von dem Punkt C' ist, dann hat man:

CH? = AH - BH.

Lésung. Die Dreieck ACH und BC'H haben eine rechten Winkel in H. Der Tangens
verbindet die Seitenldngen AH und C'H mit dem Winkel in A, «, im Dreieck ACH. Es
gilt

_ CH

- AH

Mit Winkeljagd folgt ZHBC = 90° — ZHAC = 90° — «v. Im Dreieck BC'H, hat man also
durch eine analoge Argumentation:

tan(«)

CH
tan(90° — ) = ——.
an( «) BH
Man muss sich also nur noch daran erinnern, dass tan(90° — a) = 1/ tan(«). Indem man
die beiden Formeln miteinander multipliziert findet man die gewiinschte Gleichung. [

4.4 Sinussatz und Kosinussatz

Der Sinn hinter der folgenden Theoreme ist folgende: Die Seitenlénge eines Dreieckes be-
stimmen es eindeutig (abgesehen von einer Drehung und Verschiebung.) Die Seitenléngen
bestimmen ebenfalls die Winkel. Allerdings haben wir bisher keine Methode gesehen, die
Winkel ausgehend von den Seitenldngen zu berechnen. Die folgende Theoreme fiillen diese
Liicken.

Satz 4.2 Sei ABC ein Dreieck. Man bezeichne die Seitenlingen mit a = BC,b =
AC, c:= AB und die Winkel in A, B, C' jeweils mit o, B,y. Sei R der Radius des Umkreis
durch ABC'. Also

1. (Sinussatz)

a b c
sin(a) - sin(3) - sin(7) =25

2. (Kosinussatz)

a® = b* 4 ¢ — 2bccos(a),
b = c® +a* — 2cacos(f),
¢® = a® +b* — 2abcos(y).
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Bevor diese beiden Theoreme bewiesen werden, gibt es noch einige Bemerkungen. Ein Art
und Weise den Sinussatz zu interpretieren ist, indem man ihn als eine Verallgemeinerung
der dhnlichen Dreiecke ( allerdings ein viel méchtigeres Werkzeug). Das heisst, wenn man
zwei Dreiecke mit gleichen Winkel hat und den Sinussatz des einen Dreieck und durch
den Sinussatz eines anderen Dreieckes dividiert, erhélt man die Gleichung fiir dhnliche
Dreiecke. Die Formel fiir den Radius des Umkreises ist ein kleiner Bonus.

Der Kosinussatz kann als eine Verallgemeinerung des Satz von Pythagoras gesehen wer-
den. Fiir den Spezialfall o« = /2, das heisst falls das Dreieck ABC' rechtwinklig in A ist,
dann erhiilt man mithilfe des Kosinussatzes a® = b? + ¢?, da cos(7/2) = 0. Man findet
also den Satz von Pythagoras.

Gemeinsam erlauben der Sinussatz und der Kosinussatz ausgehend von geniigend Para-
metern alle Seiten und Winkel jedes Dreieckes zu bestimmen. Wenn man zum Beispiel
die drei Seitenldngen eines Dreieckes kennt, kann man mit dem Kosinussatz den ersten
Winkel und anschliessend mit dem Sinussatz die beiden andreren Winkel berechnen. Ge-
nau gleich, wenn man zwei Winkel und eine Seitenlénge kennt, dann kann man zuerst
den letzten Winkel berechnen und dann mit dem Sinussatz die beiden verbleibenden
Seitenldngen berechnen.

Die Strategie ist normalerweise folgende : Indem man den Sinussatz und den Kosinussatz
an verschiedenen Dreiecken einer Aufgabe anwendet, findet man mehrere Gleichungen
zwischen Streckenldngen und Winkeln. Wenn man die Dreiecke verniinftig gewahlt hat,
kann man trigonometrischen Gleichungen verwenden um dann neue geometrische Tatsa-
chen zu entdecken.

Beweis. Beginnen wir mit dem Sinussatz. Der Beweis ist kurz und verwendet ein einfaches
Argument der Symmetrie. Von dem vorangehenden Beispiel weiss man, dass man die Fl&-
che eines Dreieckes ABC' mit folgender Formel berechnen kann: [ABC| = 1/2 - absin(v).
Wenn man die Formel abdndert um die Terme erscheinen zu lassen die im Sinussatz

vorkommen, erhalt man
c abc

sin(y)  2[ABC|’

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist symmetrisch in a,b und c. es folgt daraus, dass
die linke Seite auch symmetrisch in a, b und c. Darauf folgt

c a b

sin(y)  sin(a)  sin(B)’

Und wie kommt der Umkreisradius in die Formel 7 Man bezeichne mit w den Umbkreis
des Dreiecks ABC und sei X der Punkt auf der gegeniiberliegenden Seite von A, sodass
AX ein Durchmesser ist. Also hat das Dreieck AX B ein rechter Winkel in B. Zudem
gilt ZAXB = ZACB = ~. Indem man die trigonometrischen Formeln fiir das Rechteck
AX B verwendet, erhilt man
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_AB ¢ c
- AX 2R sin(7)

k
B ?‘iﬁ ; / c

sin(7)

X

Nun beweisen wir noch den Kosinussatz. Wir haben die Ahnlichkeit zwischen dem Kosi-
nussatz und dem Satz von Pythagoras bereits erwahnt. Wir werden somit einen rechten
Winkel erscheinen lassen, um den Satz von Pythagoras anzuwenden. Sei also H die Pro-
jektion von C' auf AB. Das Dreieck CHA ist rechtwinklig in H. Die trigonometrischen
Formeln angewendet am Punkt A des Dreieck CH A ergeben die folgenden Gleichungen:

CH =b-sin(a), HA=b-cos(a).

Da das Dreieck BHC' rechtwinklig in H ist, kann man den Satz von Pythagoras ebenfalls
in diesem Dreieck anwenden. Man muss folglich den Wert von BH berechnen. Da der
Wert von AH bekannt ist, hat man BH = ¢ — AH = ¢ — b - cos(a). Der Staz von
Pythagoras ergeben also

a’> = CH? + BH®
= b? - sin(a)? + (¢ — b - cos(a))?
= b*(sin(a)? + cos(a)?) + ¢* — 2bc - cos(a)

~~
=1

=b* + ¢® — 2bccos(a).
Somit ist der Kosinussatz bewiesen. O]

Das folgende Beispiel zeigt ein Problem in welchem die Aufgabenstellung einen trigono-
metrischen Ansatz nahelegen. Wir werden sehen, dass der trigonometrische Beweis nicht
kiirzer oder eleganter ist als der normale Losungsweg. Im Gegensatz dazu erscheint die
trigonometrische Losung aber weniger kompliziert.

Beispiel 17 (Finalrunde 2013) Sei ABC'D ein Sehnenviereck sodass ZABD = ZADC.
Sei £ die Projektion von A auf BD. Zeige, dass BC + BE = DE.
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Abbildung 33: SMO 2013/3

Klassische Losung. Wir beobachten zuerst, dass /DCA = ZDBA = ZADc. Es gilt
somit AD = AC. Wie geht es weiter 7 Die Konfiguration und die Idee, die damit zusam-
menhangt, sind ein klassischer Losungsansatz den man wiederverwenden kann.

Der Kernidee ist, den Punkt F sowie den rechten Winkel gut zu verwenden. Die Di-
stanz DFE kommt in dem zu beweisenden Ausdruck vor und wir wissen bereits, dass das
Dreieck ADC' gleichschenklig in A ist. Indem man diese beiden Ideen kombiniert, wird
es interessant den Punkt X auf der Gerade DFE sodass E der Mittelpunkt von DX ist.
Somit ist das Dreieck ADX gleichschenklig in A und man hat AD = AC = AX.

Somit gilt, ZAXD = ZADX = ZACB. Da AC = AX, hat man auch ZACX = ZAXC.
Daraus folgt /BCX = LACX — LACB = LZAXC — ZAXB = /ZBX(C und somit
BC = BX.

Somit findet man
DE=FEX=FEB+BX=FEB+ BC.

]

Trigonometrischer Ansatz. Wir versuchen eine Verbindung zwischen gewissen Strecken
zu zeigen welche nicht direkt miteinander verbunden waren. Das ist eine typische Situa-
tion in der die Trigonometrie helfen kann etwas zu entdecken. Die Strategie ist jede der
Strecken BC', BE und DFE mithilfe von einigen Parametern. Idealerweise haben verwen-
den wir genauso viele Parameter wie wir Freiheitsgrade in dem Problem haben.

Zum Beispiel, in dem Problem welches wir hier 16sen, man féingt an die Punkte A und B
zu zeichnen. Der erste Parameter ist also die Distanz AB. Man kann bemerken, dass die
Position von A kein Parameter ist, da die Position von A das Problem nur verschiebt.
Ebenso ist die Position von B (auf dem Kreis mit Radius AB mit dem Zentrum A)
kein Parameter, da man durch eine Rotation der Figur jede Position erreichen kann.
Anschliessend kann man den Punkt D auswéhlen indem man den Winkel ZABD und
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die Distanz BD. Man findet also zwei weitere Parameter. Schliesslich bemerkt man, dass
die Position des Punktes C' eindeutig bestimmt ist durch den Schnittpunkt des Kreises
durch ABD mit der Gerade durch D welche einen Winkeln ZABD mit der Gerade
AD bildet. Somit hat man genau drei Freiheitsgrade.(Solange wir die Drehungen und
Streckungen nicht berticksichtigen.)

Die Distanzen welche uns interessieren sind BC, BE und DFE. Eine natiirliche Wahl der
drei Parameter sind also o := ZABD, := ZADB, und die Distanz BD. Die Wahl ist
auf diese Art symmetrisch beziiglich der Distanzen BE und DFE.

Jetzt driicken wir die die drei Streckenldngen durch unsere drei Parameter aus. Zuerst
beobachten wir dass ZDCB = 180°— ZDAB = a+ . In dem Dreieck ABFE, rechtwinklig
in £, hat man

BE = AB - cos(a).

Der Sinussatz in dem Dreieck ABD erlaubt uns die Strecke AB mithilfe der Drei Para-
metern. Man hat AB = BD - sin(f)/sin(a + ) (Dabei verwendet man sin(ZDAB) =
sin(180° — o — ) = sin(a + f)). Somit hat man

BE - BD. cqs(a) sm(ﬁ)‘
sin(a + )
und auf symmetrische Art und Weise
DE — BD. cqs(ﬂ) sm(a)'
sin(a + )

Jetzt stellen wir noch fest, dass /BDC = ZADC — ZADB = a — (. Der Sinussatz im
Dreieck BDC' ergibt also
sin(a — /)

sin(a + )
Die Bedingung BC'+ BE = DE ist somit, nachdem mit den Termen BD und sin(a+ ),
vereinfacht wurde, erhélt man

sin(a — ) = sin(«) cos(f) — cos(a) sin(3)

welche man beweisen kann. (Daher ist es wichtig die trigonometrischen Formeln zu ken-
nen) O

BC =BD -

Beispiel 18 (wahrscheinlich MEMO) Zwei Kreise mit den Zentren Oy und O schneiden
sich in den Punkten A und B. Die Tangenten in A und schneiden BO, und BO, jeweils
in den Punkten K und L. Zeige dass KL parallel zu O104 ist.

klassische Losung. Wir beginnen mit Winkeljagd Man weiss, dass die zwei Tangenten
rechtwinklig an die Radien der beiden Kreise sind. Somit erhélt man /K AO; = 90° —
LKAL = ZLAO,. Also

LKAL =90° — LK AO; = 180° — ZO1 A0, = 180° — L0, BOs,
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A
B
Abbildung 34: KL || O104

wobei man in der letzten Gleichung die Formel Z0; A0, = Z0,BO, verwendet. (Wie ?
durch symmetrie!). Also liegen die Punkte A, K, B und L auf einem Kreis.

Man weiss dass AB rechtwinklig zu O;0, ist. (Das ist eine klassische Eigenschaft der
Potenzlinie). Um zu beweisen dass KL parallel zu O;0; ist, reicht es zu beweisen dass
K L rechtwinklig zu AB ist. Durch Winkeljagd folgt, dass /KBA = Z/0,BA = Z0,AB,
weil O; A = O1B. Somit hat man Z0,AB = 90° — ZBAL = 90° — /BK L indem man die
Tatsache verwendet dass die Punkte A, B, K, L auf einem Punkt liegen. Somit hat man
/ZKBA =90° — ZBKL und man ist fertig. m

Trigonometrische Losung. Wie in der vorangehenden Losung findet man, dass die Punk-
te A, K, B, L auf einem Kreis liegen. Natiirlich hat ein trigonometrischer Beweis immer
auch einen Teil der mit Hilfe eines klassischen Ansatz gelost wird. Es ist immer hilf-
reich mit einigen klassischen Methoden zu beginnen und zu versuchen einige klassische
Eigenschaften herzuleiten.

Um zu beweisen, dass KL und 0,0, parallel sind, ist es ausreichend zu zeigen dass
BK/KO; = BL/LO,. Wir versuchen diese Verhéltnisse mit dem Sinussatz zu berechnen.
Man beobachtet zuerst dass BO; = AO; und BO, = AQ,. Diese einfache Beobachtung
elaubt uns diese beide Verhélnisse als Bruch der Seitenldngen in den Dreiecken AO; K
und AO, L. Wir verwenden jetzt den Sinussatz und erhalten

BOl . AOl . sin ZAKOl . sin ZALOQ . A02 . BOQ

KO, KO, sinZO,AK  sinZO,AL  LO; LO,’
Wir haben die Tatsache verwendet, dass ZO1AK = Z0O5AL welche wir in den vorange-
henden Losung verwendet wurde, sowie die Tatsache, dass ZAKO; = 180° — ZALO, mit

der Identitdt sin(m — x) = sin(x). O
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4.5 Das magische Lemma

Wie sein Name schon erwdhnt, ist das folgende Lemma trotz seine Naivitdt ein sehr
hilfreiches Werkzeug. Es ist das erste Resultat dass ihr nicht in normalen Einfiihrungen
in die Trigonometrie findet. Von jetzt an verwenden wir auch gerichtete Strecken.

Satz 4.3 (Das magische Lemma) Sei ABC' ein Dreieck. Man bezeichne die Seitenldngen
mit b= AC,c:= AB. Sei X ein Punkt auf der Gerade BC' (Nicht zwangsliufigerweise
die Seite BC') und sei oy := ZBAX und ag := LOAX. Also

BX  sin(a1) c

XC ~ sin(ay) b

C

Abbildung 35: Das magisches lemma

Wie kann man das magische Lemma interpretieren ? Der Punkt X ist beliebig auf der
Gerade BC'. Um seine Position zu beschreiben kann man entweder einen Winkel ver-
wenden : der Wert von ay bestimmt eindeutig die Position von X (Man bemerke, dass
ay = a— ) oder eine Distanz : Die Distanz BX bestimmt eindeutig die Position von X
auf der Seite BC', da CX = a — BX. Das magische Lemma gibt somit eine Verbindung
zwischen den beiden Ansétzen die den Punkt X charakterisieren. Somit ist das magische
Lemma wieder einmal ein Resultat der Trigonometrie welches Distanzen und Winkeln
verbindet.

Beweis. Der Beweis beruht speziell auf der Gleichung sin(f) = sin(m — ). Zuerst einmal
gilt es zu bemerken, dass 0 := Z/BXA. Also Z/CXA = 7 — 0. Der Sinussatz angewendet
an den Dreiecken ABX und ACX, ergeben

BX c CX b b

sin(a;)  sin(d)’  sin(as)  sin(m—0)  sin(6)

Indem man diese beiden Verhéltnisse dividiert, kiirzt sich der Ausdruck sin(6), und man

erhalt.
BX  sin(aq)

c
XC ~ sin(ay) b

wie erwiinscht. O]
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Um die Anwendung des magischen Lemmas zu zeigen fangen wir mit zwei sehr prakti-
schen Theoreme an. Sie kénnen verwendet werden wenn drei Geraden sich in einem Punkt
schneiden oder wenn man beweisen muss, dass drei Punkte auf einer Gearde liegen. Auch
hier verwendet man gerichtete Strecken und auch die Winkel kénnen negativ sein.

Satz 4.4 (Ceva & Menelaos) Sei ABC' ein Dreieck. Seien E, F und G jeweils Punkte
auf der Gerade BC,CA und AB. (Sie missen nicht auf den Seiten liegen).

1. (Ceva) Die Gerade AE, BF und CG schneiden sich genau dann in einem Punkt
(oder sie sind parallel), falls eine der beiden Bedingungen erfillt ist.

sin ZACG | sin/BAFE  sinZCBF __ 1
sin /GCB sin/ZEAC sin/ZFBA —

2. (Menelaos) Die Punkte E, F und G sind genau dann auf einer Geraden wenn eine
der folgenden Bedingungen erfillt ist.

o SInZACG  sin/BAE  sin/ZCBF __ -1
sin /GCB sin/ZEAC sin/ZFBA — :

Beweis. Wir werden hier nur eine Richtung des Beweises von Ceva demonstrieren, der
Rest iiberlassen wir als Ubung. Vermuten wir, dass die Geraden sich in einem Punkt
schneiden und beweisen wir die beiden Gleichungen. Indem wir das magische Lemma an
dem Dreieck ABC' mit dem Punkt G verwendet, erhéalt man
AG  sinZACG AC
GB  sinZGCB BC'
Auf dhnliche Art und Weise erhélt man
BE sin/BAE AB CF sinZCBF BC
EC  sin/ZEAC AC’ FA sin/ZFBA AB’
Indem man die drei Gleichungen miteinander multipliziert, erh&lt man
AG BE CF sin/ZACG sin/BAE sin ZCBF
GB EC FA sinZGCB sin/ZEAC sin/FBA’

Es reicht also zu beweisen dass eines dieser Prudkte gleich eins ist. Sei X der Schnittpunkt
der Geraden. Wir verwenden den Sinussatz im Dreieck AX B und erhalten

BX B sin /BAX B sin /BAE
AX sin/XBA sin/FBA’

Auf die gleiche Art erhélt man

CX B sin ZCBF AX B sin ZACG
BX sinZGCB' (CX sin/ZEAC’

Indem man die drei Briiche miteinander multipliziert, erhdlt man das gewiinschte Resul-
tat. O
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Das folgende Beispiel wurde urspriinglich an der IMO-Selektion 2014 verwendet. Die
Losung ohne trigonometrische Hilfe ist genug kompliziert sodass das Problem als Schwie-
rigkeit Stufe 2 eingestuft wurde. Wir werden zeigen, dass die trigonometrische Losung
viel direkter ist.

Beispiel 19 (IMO Selektion 2014) Sei ABC' ein Dreieck in welchem o = ZBAC der
kleinste Winkel ist. Sei P ein Punkt auf der Seite BC' und D ein Punkt auf der Seite AB
sodass B sich zwischen A und D und ZBPD = «. Genau gleich, sei E ein Punkt auf
der Seite AC' sodass C' sich zwischen A und E und ZEPC = «. Zeige, dass die Geraden
AP, BE und CD sich genau dann in einem Punkt schneiden falls AP rechtwinklig zu
BC ist.

Abbildung 36: IMO-Selektion 2014 /5

Lésung. Da wir zeigen wollen, dass sich die drei Geraden in einem Punkt schneiden, sollte
man sofort an den Satz von Ceva denken. Fiir dies fiihren wir den Punkt X ein welcher der
Schnittpunkt der Geraden AP und ED ist. Wir haben somit dass die Geraden AP, BE

und C'D sich genau dann in einem Punkt schneiden, wenn

AC EX DB

CE XD BA
(Wir wéhlen hier die Variante von Ceva mit Distanzen anstelle die Variante mit dem
Sinus, aber der Beweis funktioniert auch mit den Winkeln.) Die Idee ist, das magische
Lemma zu verwenden um die verschiedenen Briiche zu berechnen. Sei v := ZAPB =
LOPX. Also ZCPA=/ZXPB =180°—~, ZXPB =180°—y—aund ZXPFE = v —a.
Indem man das magische Lemma im Dreieck APD an dem Punkt B verwendet, erhilt
man

1.

DB PD sin(y)
BA  PA sin(a)’
Genau gleich, mit den Dreiecken APE und EPD erhélt man

AC  PA sin(«) _ PA sin(a)
CE  PE sin(180° —v) PE sin(y)’
EX PE sin(y — «) _ PE sin(y —a)

XD PD sin(180°—~v—a) PD sin(y+a)’
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Indem man die drei Gleichungen miteinander Multipliziert und nach einigen Vereinfa-
chungen erhélt man dass die AP, BE und C'D sich genau dann in einem Punkt schneiden,
falls sin(y + a) = sin(y — «). Die Gleichung sin(z) = sin(y) hat zwei Familien von L6-
sungen:

1. v =y + 2k,
2. x =m—1y+ 2km,

wobei k € Z. In dem aktuellen Fall, erhélt man entweder a« = km oder v = 7/2 + k7
oder. Da a > 0 der kleinste Winkel des Dreiecks ist, ergibt die erste Moglichkeit o = 0,
was unmoglich ist. Zudem, da 0 < v < , die erste Moglichkeit wird zu v = 7/2. Somit
folgt:

AP, BE, C Dschneiden sich in einem Punkt <= sin(y 4+ «) = sin(y — «)
= y=7/2
<= AP 1 BC.

]

Wir beenden diesen Abschnitt iiber die Trigonometrie mit einer Anwendung des magi-
schen Lemmas indem wir ein Problem der IMO l6sen. Die folgende Losung wurde von
Kaloyan Slavov vorgeschlagen.

Beispiel 20 (IMO 2018) SeiI" der Umkreis des spitzwinkligen Dreiecks ABC'. Die Punkte
D und E befinden sich jeweils auf den Strecken AB und AC, sodass AD = AFE. Die
Mittelsenkrechten von BD und C'E schneiden die kleinen Bogen von AB und AC' jeweils
in den Punkten F' und G. Zeigen dass die Geraden DE und FG parallel sind.

Abbildung 37: IMO 2018/1
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Lésung. Seien F; und G die Mittelpunkte der Strecken BD und CE. Sei o« = ZDAFE.
Also gilt ZADE = 90° — «/2, da AD = AFE. Es reicht also zu zeigen, dass der Winkel
zwischen den Geraden und AB und F'G 90° — a/2 ist, damit man schlussfolgern kann
dass die Geraden DE und F'G parallel sind. Ebenso, falls X der Schnittpunkt von den
Geraden AB und F'G ist, also ist der Winkel zwischen den Geraden AB und F'G gegeben
durch

LAXG = /BAF + L/GFA = /ZBAF + ZACG.

wir werden also versuchen die Winkel ZBAF und ZACG (oder symmetrisch, die Winkel
ZABF und ZCAG)

Wir beginne also mit einem schlechten Ansatz. In der Praxis werdet ihr oft Ansétze sehen
die keine Ergebnisse liefern. Die Erfahrung wird euch lehren wann ihr einen Ansatz fallen
lassen sollt um einen besseren Ansatz zu suchen.

Die Freiheitsgrade der Figur sind gegeben durch die Standardparameter des Dreiecks
ABC und dazu noch ein Parameter welcher die Positionen von D und E bestimmt. Sei
alsom = AD = AE. (Wie gewohnlich hat man @« = BC,b = AC, ¢ = AB). Wir versuchen
also die Winkel ZABF und ZBAF zu berechnen. Die erste Gleichung zwischen den
Winkel ist ZABF + ZBAF = Z/BCA = ~. Das ist eine Konsequenz der Tatsache, dass
F sich auf I' befindet. Die Dreiecke BFF; und AFF; sind Rechteck in F}. Man findet
also FF FF
1 1
tan ZABF = B_H7 tan ZBAF = A__F'l
Zudem gilt F1B = (¢ —m)/2 und AF} = (c + m)/2. Man beobachtet also eine zweite
Gleichung welche die Werte von ZABF und /BAF mit dem gewihlten Parametern

verbindet.
c+m _ tan /ABF

c—m tanZBAF’
Um dieses Problem zu losen, beginnen wir indem wir die Formel des Tangens fiir den
Winkel ZABF + ZBAF = ~ verwendet. Man findet also, eine quadratische Gleichung
in tan ZABF und tan ZBAF. Man merkt also, dass die algebraische Losung kompliziert
werden konnte, da man quadratische Gleichung hat.

Also wechseln wir den Ansatz. Ein Grundprinzip der Trigonometrie, welches das Versagen
des verwendeten Ansatz erklért ist folgendes:

Es ist zu vorteilhafter als Parameter Winkel zu verwenden und die Distanzen durch
die Winkel auszudriicken als Distanzen zu verwenden um die winkel auszudriicken.

Wir verwenden also dieses Prinzip um die Aufgabe zu 16sen. Wir fithren also den Pa-
rameter 0 := ZABF ein und driicken AD durch 6 aus. Indem man die vorangehenden
Formel verwendet, findet man

c+AD  tan(0)
c—AD  tan(y —0)
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und somit, nach ein bisschen Algebra und unter Verwendung der Formel tan(a)+tan(3) =
sin(a + )/ cos(a) cos(B), findet man

tan(f) —tan(y —0) _  sin(260 — 7).

AD =c- tan(6) + tan(y — 0) ¢ sin(7y)

Man kann also die Formel 2R = ¢/ sin(y) des Sinussatzes verwenden, wobei R der Radius
von I ist, um den Ausdruck zu vereinfachen und findet AD = 2R sin(260—+). Auf dhnliche
Art und Weise mit ¢ := ZACG, hat man

AFE =2Rsin(2¢ — 3).
Da man weiss, dass AD = AFE, gilt somit sin(20 — v) = sin(2p — ). Der erste Fall der
Gleichung ergibt
0 -y ® «
IR

Somit erhélt man wie gewiinscht

ABAF+4ACG:(7—«9)+¢:90°—%.

Der zweite Fall der Gleichung fiir den Sinus ergibt

T+B8+7y

0 —
+ 5

o
T— —.
2

In dem Dreieck AFG, kann man berechnen dass (indem man die Tatsache verwendet
dass die Punkte B, F, A, G, C sich auf T" befinden)

a < LFAG = 180° — LAGF — LZAFG =180° — 0 — ¢

und dadurch hétte man o < «/2 was impliziert « = 0. Das ist ein Spezialfall welcher
unmoglich ist. In diesem Fall gibt es also keine Losung. O
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