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1. Einsetzen führt zu f(x+ 2ω) = 2f(x)−5
f(x)−2

und f(x+ 4ω) = f(x).

2. Einsetzen führt zu a5 = a0, a6 = a1, die Folge ist also periodisch und somit beschränkt.

3. Da die Folge aus unendlich vielen aufeinanderfolgenden Vierertupeln besteht und es nur
endlich solche viele Vierertupel gibt, wird sie periodisch. Da die Folge auch rückwärts
eindeutig de�niert ist, hat sie keine Vorperiode. Somit kommen (c) und (d) vor. Ferner
hat die Folge modulo 2 die Struktur 1, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 0, . . . und somit sind (a) und (b)
nicht möglich.

4. Wir betrachten die Fibonacchizahlen modulo 102014. Da es unendlich viele Fibonaccizah-
len gibt und nur endlich viele Restklassen, wird die Folge periodisch. Da für an−1 + an ≡
an+1 mod 102014 ebenfalls an−1 ≡ −an + an+1 mod 102014 gilt, ist die Folge auch rück-
wärts eindeutig de�niert und hat somit keine Vorperiode. Insbesondere können wir die
Folge rückwärts erweitern zu 0, 1, 1, 2, 3, 5, . . .. Da 0 ≡ 0 mod 102014, gibt es somit eine
Fibonacchizahl, die mit 102014 Nullen endet.

5. ?

6. ?

7. Sei ri der Rest von xi bei Division durch m. Wir betrachten statt der Folge (xi) die Folge
(ri). Mit Hilfe der Rekursionsformel lassen sich aus m aufeinanderfolgenden Folgeglie-
dern das nächste, aber auch das vorhergehende ausrechnen. Solche m aufeinanderfolgende
Glieder bestimmen daher die ganze Folge. Wegen 0 ≤ ri ≤ m − 1 gibt es höchstens mm

verschiedene m-Tupel (ri, ri+1, . . . , ri+m−1) aufeinanderfolgender Folgeglieder. Nach dem
Schubfachprinzip kommt eines dieser m-Tupel mehrfach in der Folge vor. Daraus folgt,
dass die Folge periodisch ist ohne Vorperiode (man kann die Glieder rückwärts berech-
nen).
Nehme an, dass m aufeinanderfolgende xi durch m teilbar sind. Dann enthält die Folge
(ri) m aufeinanderfolgende Nullen und aus der Rekursionsformel folgt, dass alle Folge-
glieder gleich Null sind, im Widerspruch zu x0 = r0 = 1.
Andererseits lässt sich die Folge xi rückwärts über x0 hinaus fortsetzen. Die Formel
xi = xi+m−

∑m−1
j=1 xi+j liefert nun leicht x−1 = 1 und weiter x−2 = x−3 = . . . = x−m = 0.

Wegen der Periodizität von (ri) gibt es daherm−1 aufeinanderfolgende Glieder in (xi)i≥0,
die durch m teilbar sind.

8. Idee: Für n ≥ 2 de�niere sn =| an−an−1 |. Es folgt für n ≥ 5, dass sn =| sn−1−sn−3 |. Fol-
gere, dass diese Folge beschränkt ist. Zeige nun via Widerspruch: Istmax{sn, sn+1, sn+2} =
T ≥ 2 für ein n, dann ist max{sn+6, sn+7, sn+8} ≥ T − 1.

Setze nun N = 1313 und bemerke max{s2, s3s4} ≤ N . Folgere induktiv, dass sn für

1



n ≥ 6N + 2 nur 0 oder 1 sein kann. Untersuche nun, welche Werte somit a1414 annehmen
kann und betrachte die ursprüngliche Folge modulo 2, um die Lösung zu �nden.

Eine vollständige Lösung �ndet man im Internet, ÿhortlist 2001 solutions", Problem N3.
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