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1. Die Folge (a,,) ist definiert durch a; = ay = 1 und a,41a,_1 = a? + 2 fiir n > 2. Zeige,
dass alle a,, ganze Zahlen sind.

Losung: a1 - an_1 > a,? also folgt daraus, dass wenn a,,_, < a,, fithrt zu a,,; > a, und
da as > aq gilt dies fiir alle a,,. Als ndchstes rechnen wir die ersten Terme aus und erhalten
az = 3,a4 = 11,a5 = 41 und ag = 153. Genaueres Betrachten legt die Vermutung nahe,
dass a,41 = 4a, —a,_1. Nun setzen wir dies in die Gleichung ein, um herauszufinden, was
es bedeuten wiirde:

Un10n-1 = Q1 - (40 — any) = aj, + 2
— a® | +ad’—4a,_1a,+2=0

n—1

Dies ist eine quadratische Gleichung mit den Losungen

Un = 20,1+ /362 1 —2, an_1 = 2a, —+/3a2 — 2.

Die anderen Losungen konnen ausgeschlossen werden, da a, > a,_; ist. Per Induktion
wollen wir nun zeigen, dass dies wirklich die Lésung ist.

Es stimmt fiir n = 3, denn az = 2 + /3 — 2 = 3. Nehmen wir nun an, es stimme fiir alle
Zahlen kleiner gleich n. Dann ist
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Umformen der Gleichung a,+; = 2a,, + /3a2 — 2 ergibt

aiﬂ + ai —4dapi1a, +2=0

und somit ist auch a,, = 2a,.1 — \/?)a%Jrl — 2 und die Induktion abgeschlossen. Nun sei

a, das erste Glied der Folge, welches keine ganze Zahl ist. Wir wissen nun einerseits,
2
aj_q,+2

~, also, dass ay, eine rationale Zahl ist. Andererseits wissen wir auch, dass

dass a;, =

ar = 2ap_1 — w/aifl — 2, also entweder eine ganze (was per Definition von ay nicht sein

kann) oder eine irrationale Zahl ist. aj kann nicht gleichzeitig rational und irrational sein,
daher wissen wir, dass solch eine Zahl nicht existiert und somit sind alle Zahlen der Folge
ganz.

2. Sei n > 1 ganz. Beweise, dass es eine n-stellige natiirliche Zahl gibt, die nur aus den
Ziffern 1 und 2 besteht, und die durch 2" teilbar ist.



Losung: Wieder arbeiten wir mit Induktion. Fiir n = 1 ist die Zahl 2, nehmen wir an,
dass es eine n-stellige Zahl a,, gibt, die die Bedingungen erfiillt. Wir kénnen a,,; wie folgt
konstruieren:

(1)

an, +2- 10", falls 2"t |q,
ap41 =
an, + 107, sonst

Dies ergibt immer eine richtige Losung, da im ersten Fall sowohl a,, als auch 2-10™ durch
2"+l teilbar sind, also auch deren Summe. Im zweiten Fall sind beide nicht durch 27*!
teilbar, jedoch durch 27, also ist die Summe auch durch 2"*! teilbar.

. (CH 05) Seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen mit abc = 1. Finde alle moglichen Werte des

Ausdrucks
1+a 1+0b 1+c

1+a+ab+1+b+bc+1+c+ca'

Losung: Durch Erweitern ergibt sich

1+a (140)-a (14c¢)-ab 2(14+a+ ab)
= = 2.
l+a+ab (1+b+bc)-a (14+c+ca)-ab 1+a+ab

. Zeige, dass 8100090001 keine Primzahl ist.

Loésung: 8100090001 = 8100000000 + 90000 + 1 = 300* 4+ 300% + 1 und alle Zahlen der
Form z* + 22 + 1 sind faktorisierbar, denn

et 1=+ + 1) (2 -2+ 1).

. (IMO 05) Fiir n > 1 sei
a, =6"+3"+2"— 1.

Finde alle natiirlichen Zahlen, die teilerfremd sind zu allen a,,.

Losung: Fiir p = 2, 3 ist es offensichtlich, dass es eine Losung gibt. Nun schauen wir fiir
jede Primzahl ¢ den Ausdruck

6(6772 43724202 1) =61""14+2-371+3.27' —6=0  (mod q)
Da 6 teilerfremd zu allen Primzahlen, die nicht 2 oder 3 sind, ist, ist der Ausdruck durch
q teilbar, wenn man n = ¢ — 2 setzt. Somit ist die einzige teilerfremde Zahl 1.

. Fiir die Zahlen ag, ay, as, . .. gelte

1
Uiy + Ay = §(a2m + asy) fiir alle m >n > 0.

Ausserdem sei a; = 1. Finde agggs.

Losung: Als erstes setzen wir m = n = 0 und erhalten so ap = 0. Dann setzen wir n = 0
und so erhalten wir as,, = 4a,,. Wenn wir n = m — 1 setzen, erhalten wir
A2m + A2m—2

aoam—1 = # —a) = 2am + 2am,1 —1.



Durch das Ausrechnen von den ersten Werten der Folge ergibt sich die Vermutung, dass
a, = n? ist, was auch fiir n = 0,1 stimmt. Nehmen wir an, es stimmt fiir alle Zahlen

kleiner als 2m — 1. Dann ist
g1 = 2(m? + (m = 1)*) = 1 = (2m — 1)?

und
om = 4m? = (2m)>.

Das heisst, es stimmt auch fiir alle Zahlen, die kleiner als 2(m + 1) — 1 sind, somit ist die
Induktion fertig, und asnps = 20062

. (IMO 81) Finde den grosstmoglichen Wert von m? +n?, wobei m,n € {1,2,...,1981} die
folgende Gleichung erfiillen:
(m* —mn —n?)? = 1.

Losung: Als erstes vereinfachen wir die Gleichung, indem wir die Wurzel ziehen und
somit

m? —mn —n?=+1

erhalten.

Wenn wir nun die ersten Werte fiir n und m einsetzen, legt sich die Vermutung nahe, dass
je zwei aufeinanderfolgende Fibonacci Zahlen die Gleichung erfiillen. Und per Induktion
konnen wir dies zeigen, denn fiir (m,n) = (1,1) ist m? —mn —n? = —1 und fiir (m,n) =
(2,1) ist m* — mn —n? = 1. Nun seien m und n zwei aufeinanderfolgende Fibonacci
zahlen, die die Gleichung erfiillen und m >= n, dann ist (m + n)? — (m +n)m — m? =
—(m?* — mn — n?), erfiillt also die Gleichung auch. Dabei sehen wir, dass das Vorzeichen
bei jeder Erh6hung gedreht wird.

Nun wollen wir noch zeigen, dass es fiir alle anderen (n,m) = (a, b) nicht geht. Sei a > b,
dann ist b®> — ba — a® < —ba < —1, was offensichtlich ein Widerspruch ist. Wenn a = b,
dann ist —b? = £1, also a = b = 1, was auch keiner neuen Losung entspricht. Sei also nun
(n,m) = (a,a+ c) eine giiltige Losung, dann ist (a +¢)? —a(a +¢) — a? = £1. Umformen
ergibt a® — ac — ¢ = F1, also wire (n,m) = (¢, a) auch eine Losung. Da wir wissen, dass
c > a oder ¢ = a = 1 sein muss, wissen wir, dass wir m,n immer verkleinern konnen, es
sei denn m = n = 1, also ist m = n = 1 der Startpunkt unserer Folge und sie fallt mit
der Fibonaccifolge zusammen.

Da 1453 und 843 die beiden gréssten Fibonacci Zahlen sind, die kleiner als 1981 sind, ist
das grosste m? + n? = 1453% + 8432,

. (CH 04) Finde alle streng monotonen Funktionen f: N — N, sodass fiir alle n € N gilt
f(f(n)) = 3n.
Lo6sung: Wenn wir die ersten Werte in die Funktion einsetzen, sehen wir, dass
f(3*)=2-3 f(2-3%) =3""
f(1) =2 und somit f(2) = 3 und f(3) = 6. Wir sehen nun, dass wenn
f3%)=2-3" = [f(2-3%) = f(f(37)) =337

3



und
FR3) =3 41 = f(37) = f(f(2-37) = 237,

Somit ist die Induktion abgeschlossen. Da zwischen 3% und 2 - 3* genau 3” Zahlen sind
und f(2-3%) — f(3%) = 3" sind alle diese Werte definiert, denn sie miissen die aufeinan-
derfolgenden Zahlen sein.

Formal gesprochen gilt fiir diese Zahlen

f(k)=2-3"4+k— 3%, wobei k zwischen 3* und 2 - 3" liegt
Wenn k zwischen f(2-3%) und f(3*™!) liegt, ist f(k) dadurch bestimmbar, dass f(f(k))
zwischen f(37T!) und f(2-3"1) liegt und somit ist f(3**1 +j) =2-3*"1 +3-(k—2-3") &
j=3-(k—2-3") und somit

f(k) =3 4+3.(k—2-3%).



