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vers. 2.0.0

1 Konvexitat

1.1

1.

1.2

Extrema an Intervallendpunkten

Seien 0 < a, b, c,d < 1 Beweise, dass

1-a)1-b1-c)(l—d)+a+b+c+d>1.

. Fiir die nichtnegativen Zahlen a,b,c, A, B,C gilt a4+ A =b+ B = ¢+ C = s. Beweise, dass dann

gilt
aB + bC + cA < §%.
ulgarien ein>2undseilen 0 < zq,...,2, < 1. Beweise, dass
(Bulgarien 95) Sei 2 und seien 0 , , 1.B ise, d
n
(a}1+$2+...+$n)—(SL’le—f—ZCng—I—...—l—anCl)SLiJ.

(USA 77) Sei 0 < p < ¢q und seien a,b,c,d, e € [p,q| reelle Zahlen. Beweise, dass gilt

1 1 1 1 q 7\ 2
(@a+btctdte) |-+ -+-—+-5]<254+6(,/=— /=) .
a b ¢ d D q

Sei A ein reguldres n-Eck mit Flacheninhalt 1. Auf jeder Seite von A wird ein beliebiger Punkt

gewdhlt. Diese n Punkte bestimmen ein neues konvexes n-Eck B. Bestimme die kleinstmégliche
Fléche von B.

Jensen

. AM-QM

AM-GM
(CH2000) z,y,z e R,z +y+2=1

Viz+3+/Ty+3+V7z2+3<T.

z,Y,2 € Rsg, z+y+22>1.

T Y aE VB

y+z z4+zx x4y~ 2
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5. (CH2010, 4.) z,y,2z € Ryg, zyz =1

(:c+y—1)2+(y+z—1)2+(z+x—1)2

>r+y+z.
z T Y

6. r1,...,2, € Ryg

2 Das Standardrepertoire I1

2.1 Holder
1. Beweise fiir positive Zahlen x,y, z die Ungleichung
@ +y' + )"+ 2+ 2)(T +a ) > (@ +yt+ 2
2. Sei P ein Polynom mit positiven Koeffizienten. Seien x1, ..., x, positive reelle Zahlen. Beweise,

dass gilt
P(x1) - P(wa) - Plan) = P(Y/a1- - aq)".

2.2 Bernoulli

1. (USA 92) Sei a = (m™* + nnt1)/(m™ + n™) fiir positive ganze Zahlen m,n. Beweise, dass gilt

a®*+a" >m™m+n".

3 Weitere Methode

3.1 Mixing Variables

1. Seien a, b, ¢ nichtnegative reelle Zahlen. Beweise, dass gilt

a2—|—62—|—02—|—abc+22a+b+c—|—ab—|—bc+ca.




4 Weitere Aufgaben

4.1 Einfache Ungleichungen

1. Seien a,b,c > 0. Zeige, dass gilt

a? b 2 a b

EtETE7y

C
+o+ =
C a

2. (CH 2000) Die positiven reellen Zahlen z,y und z haben Summe 1. Zeige, dass gilt

VT2 +34+ /Ty +3+V72+3 < 7.
Kann die Zahl 7 auf der rechten Seite durch eine kleinere Zahl ersetzt werden?

3. Seien a, b, ¢, d, e reelle Zahlen. Zeige, dass gilt

A+ P+ >albtet+dte)

4. (APMO 89) Seien x1,...,x, positive reelle Zahlen mit Summe S. Beweise, dass gilt
s? 88 S

ﬂ+xﬁﬂ+m)~u+xm§1+S+§T+§wau+ﬁ?

5. (USA 93) Sei n > 2. Die zwei positiven reellen Zahlen a und b erfiillen die Gleichungen
a"=a+1, b¥*" = b+ 3a.

Welche der beiden ist grosser?

6. (APMO 91) Seien aq,...,a, und by,...,b, positive Zahlen mit a1 + ...+ a, = by + ... + b,.
Beweise, dass gilt

2 2 2

a a a a1 +as+...+a

L2 4 4n ST n
a1 +by | ag+ by an + by, 2

7. (USA TST 2000) Seien a, b, ¢ nichtnegative reelle Zahlen. Zeige, dass gilt

%bﬂ‘ — Vabe < max (va = VB)*, (Vb= V), (Ve — va)®.

8. (USA 78) a, b, c,d, e seien reelle Zahlen mit
a+b+c+d+e=8a>+b0>+c+d*+e? =16.

Was ist der grosstmogliche Wert der grossten dieser Zahlen?

9. (CH 05) Beweise fiir alle aq,...,a, > 0 die folgende Ungleichung und bestimme alle Fille, in
denen das Gleichheitszeichen steht:

zn:/mk < (Z) + zn:a’;.
k=1 k=1
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

(CH 05) Finde den grosstmdoglichen Wert des Ausdrucks
Yz
(1+z)(z+y)(y+2)(z+16)’

wobei x,y, z positive reelle Zahlen sind.

(CH 03) Fiir die positiven reellen Zahlen a,b,c gelte a + b + ¢ = 2. Zeige, dass die folgende
Ungleichung erfiillt ist und bestimme alle Fille, in denen das Gleichheitszeichen steht:

1 4 1 4 1 >27
1+ab 14+bc 14ca — 13

eweise fiir jede positive reelle Zahl a und jedes ganze n > ie Ungleichun
CHO02)B ise fir jed 1ti lle Zahl d jedes g 1 die Ungleichung
1 1
a”—l——22n2<a—|——2>,
am a

und bestimme alle Fille, in denen das Gleichheitszeichen gilt.

(CH 01) Seien a,b und c die Seiten eines Dreiecks. Beweise die Ungleichung

b
\/a+b—c+\/(:—Hl—b%—\/b—i—c—a<%1E

Wann gilt das Gleichheitszeichen?
Fiir alle reellen a, b, ¢ gilt

> (a+b—c)(a—0b)
(Shortlist 93) Seien a,b,c,d > 0. Zeige, dass gilt

b d 2
© 4+ + ‘4 > .
b+2c+3d  c+2d+3a d+2a+3b a+2b+3c” 3

(IMO 04) Sei n > 3 eine natiirliche Zahl und seien t1,ts, ..., t, positive reelle Zahlen, fiir die gilt

5 11 1
n“+1>(t+ta+... +t,) + et )
2 n

Zeige, dass t;, 1,1 die Seiten eines Dreiecks sind fiir alle 4, j, k mit 1 <¢ < j <k < n.

(CH 2000) Die reellen Zahlen ay,as, ..., as erfiillen die beiden Bedingungen

16 16
> a;=100 und > af =1000.
=1 1=1

Was ist der grosstmogliche Wert, den a6 annehmen kann?

(IMO 99) Bestimme die kleinste positive Konstante C, sodass fiir alle nichtnegativen reellen

Zahlen z1,xo,...,x, gilt
Zzzx] (x5 —l—ﬂs <C- <Zzn>

1<j
Wann steht das Gleichheitszeichen?

(USA TST 01) Sei ag, a1, as, . . . eine Folge reeller Zahlen, sodass fiir alle n > 0 gilt a1 > a%—i—%.
Beweise, dass /a1 > G?L—s ist fiir alle n > 5.

4



20.

21.

22.

4.2

(APMO 98) Beweise, dass fiir alle positiven reellen Zahlen a, b, ¢ gilt
(1+5) 142 (1+5) =2 |4 atbte
b c a’/ abe '

(APMO 96) Seien m,n positive ganze Zahlen mit n < m. Beweise, dass gilt

7(m +n)! < (m2 +m)".

2Mn! <
~(m—n)! —

(APMO 02) Seien ay,ag, ..., a, nichtnegative ganze Zahlen. Beweise, dass gilt

a1+a2+...+anj>2

aﬂagb--an!z (L n

Mittlere Ungleichungen

. (APMO 02) Fiir die positiven reellen Zahlen a, b, ¢ gelte % + % + % = 1. Beweise, dass

Va+be+ b+ ca+vVe+ab> Vabe + Va+ Vb + Ve

(APMO 2000) Zeige, dass fiir alle positiven ganzen Zahlen n > m gilt

n n

n! n
: < < .
n+1 mmn—m)»~™ ml(n—m)l ~ mm(n—m)n—m

1 n

(APMO 99) Fiir die reellen (positiv?) Zahlen ai,as,as,... gilt ai4; < a; + a; fiir alle ¢,5 > 1.
Beweise, dass gilt

a as (079

a+—=+—=+...+— > a,.

2 3 n
(APMO 03) Sei n > 1 ganz und seien a,b, ¢ die seiten eines Dreiecks mit Umfang 1. Beweise,
dass gilt

/2

Var 4+ b + /b + e + %n+an<1+7.

(USA TST 03) Seien a, b, ¢ reelle Zahlen aus dem Intervall |0, 7/2[. Beweise, dass gilt

sinasin (a —b)sin(a —c¢)  sinbsin(b—¢)sin(b—a) sincsin(c —a)sin (¢ — b) >0
sin (b + ¢) sin (¢ + a) sin (a + b) -

Seien x,y, z > 0. Beweise, dass gilt

(*(y+2)"" (P +2) (Pla+y) <L

Fiir alle reellen Zahlen a,b, ¢, d gilt

(a—=Db)(b—c)(c—d)(d—a)+ (a—c)?b—d)?>0.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(CH 04) Seien a und b feste positive Zahlen. Finde in Abhéngigkeit von a und b den kleinstmog-
lichen Wert der Summe

.’E2 y2 Z2

(ay + bz)(az + by) * (az + bzx)(ax + bz) + (az + by)(ay + bx)’

wobei x,y, z psitive reelle Zahlen sind.

(CH 04) Fiir die positiven reellen Zahlen a, b, ¢ gelte abc = 1. Beweise die folgende Ungleichung:

ab be ca

<1
Brab il Bibetd  Breatad
(Moldavien 997) Beweise fiir a,b,c > 0 die Ungleichung
ab be ca a b c
>

c(c+a)+a(a+b)+b(b+0) _c+a+a+b+b+c'

Seien z,y, z > 0 mit xyz = 1. Zeige, dass gilt

r—1 y—1 =z-1
+ + > 0.
y+1 z41 x+1

Seien a, b, c > 0. Zeige, dass gilt

a+b b+tec c+a<b c a
a+c b4+a c+b " c a b

(MOP 04) Zeige, dass fiir alle positiven reellen Zahlen a, b, ¢ gilt
a+2b 3+ b+ 2c 3+ c+2a 3>3
a+2c b+ 2a c+20) — 7

Seien a, b, ¢ positiv mit abc = 1. Zeige, dass gilt

b
54542+ 2 (L+a)(L+b)(1+c).

Seien z,y, z > 0. Beweise, dass gilt

\/w+\/5+\/y+\/§+\/z+\/5§\/x—i—\/ﬂ—&-\/y%—\/g—l—\/z—i—\/i.

Beweise fiir positive a, b, ¢

a3 b3 c3 )
—_ > 1.
a3+(b+c)i’>Jr b3+(6+a)3+ A+ (a+b)3

Beweise fiir a, b, c¢,d > 0 die Ungleichung

a b c d
+ + + =1
Va3 +63bcd Vb3 + 63cda V3 +63dab  Vd3 + 63abe




18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

(USA 01) Seien a, b, ¢ nichtnegative reelle Zahlen mit
a® +b* + ¢ + abe = 4.

Beweise, dass gilt
0 <ab+bc+ ca— abec < 2.

(USA 99) Sei n > 3 und aq,as,...,a, reelle Zahlen mit
alt+as+...+a,>n und a%+a§+...+a > n”.

Beweise, dass max{ai,ag,...,a,} > 2.

(USA 98) Seien ag,ay,...,a, Zahlen aus dem Intervall |0, 77/2[ mit

7r m m
tan(ag — Z) + tan(a; — Z) + ...+ tan(a, — Z) >n—1.

Beweise, dass gilt

tanagtanay - - - tana, > n" L.

(USA 91) Seien m und n positive ganze Zahlen und sei @ = (m™ ! +n"H1)/(m™ 4+ n"). Beweise,

dass gilt ™ +a" > m™ + n".

(USA 98) Seien u und v reelle Zahlen mit

(ut+u?+u® 4. ud) 100 = (v + P 0P+ 0l 100! = 8.

Welche der beiden Zahlen ist grésser?

(USA 93) Sei ag, a1, ag, . .. eine Folge positver reeller Zahlen, sodass fiir alle i < 1 gilt a;—1a;41

a?. Beweise, dass fiir alle n > 1 gilt

ao—l—...—i—an'al—l—...—i—an_l >a0+...+an_1‘a1+...+an

n-+1 n—1 n n

(USA 94) Sei a1, ag, as, . . . eine Fogle positiver reeller Zahlen, sodass fiir alle n > 1 gilt > ;'_; ay

v/n. Beweise, dass fiir alle n > 1 gilt

(Japan 97) Beweise fiir a, b, ¢ > 0 die folgende Ungleichung;:

b+c—a)? (c+a—0b)? (a+b—c)?
(b+c)?4+a®>  (c+a)?+b  (a+b)2+c?

3

> 2
-5

Seien a, b, c und z,y, z Seiten eines Dreiecks. Beweise, dass gilt

a®(by + cz — ax) + b*(ax + cz — by) + (ax + by — cz) > 0

Seien a, b, c > 0. Beweise die folgende ungleichung:

a? — be n b2 — ca n 2 —ab >0
202+ 02 +c2  202+c2+a? 22 +a+02 T

7
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

4.3

Seien a, b, ¢, x, y, z nichtnegative reelle Zahlen mit a + b+ ¢ = x 4+ y + 2. Zeige, dass gilt

az? + by? + ¢z + zyz > dabe

(CH 03) Finde die grosste reelle Zahl Cq und die kleinste reelle Zahl Cy, sodass fiir alle positiven
Zahlen a,b,c,d, e gilt
a b c d e

Ci < < (O5.
LS T T hre Terd Tdre Tera @2

Sei A > 0. Zeige, dass die Ungleichung

a . b n c > 3
Va2 + e VB2 +dea V4 ea  VI+A

genau dann fiir alle a,b,c > 0 gitl, wenn A > 8.

Betrachte nichtnegative reelle Zahlen a > b > ¢ > d > e mit Summe 1. Beweise, dass gilt

1
ae + ad + bc + be + cd < 3
(IMO 03) Sei n eine natiirliche Zahl und seien x1 < 29 < ... < x,, reelle Zahlen. Beweise, dass
gilt
n o on 2 2 n o n
2(n — 1) 2
DD lmi—wl | T ) e -l
i=1 j=1 i=1 j=1
Zeige, dass genau dann das Gleichheitszeichen steht, wenn x4, ..., x, eine arithmetische Folge
1st.

(USA 04) Seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen. Zeige, dass gilt

(a® — a* +39(0° —b* +¢)(c® — 2 +3) > (a+ b+ )

(APMO 05) Seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen mit abc = 8. Zeige, dass gilt
2 b2 2

¢ﬂ+a%ﬂ+ﬁﬁ+\ﬂl+WMl+§4_Jﬂ+ﬁﬁﬂ+a%

a

4
> —.
-3

Schwierige Ungleichungen

. Selen a, b, c,d positive reelle Zahlen. Beweise folgende Ungleichung und bestimme alle Félle, in

denen das Gleichheitszeichen steht:

3. 5 7 9 36 111 1
=+ + + + <A+ttt

1 14a 14a+b 1+a+b+c 14+a+b+c+d— b d

(USA TST 01) Seien a,b,c positive reelle Zahlen mit a + b + ¢ > abc. Beweise, dass von den
folgenden drei ungleichungen mindestens zwei richtig sind:
2 3 6 2 3 6 2

-+ -+ - >6, -+ -4+ —-2>6, 7+§+926.
a b ¢ b ¢ a c a b



3. (Shortlist 04) Seien a,b,c > 0 mit ab + bc + ca = 1. Beweise die Ungleichung

1 1 1 1
§/+66+§/+6c+\3/+6a§.
a b c abc

4. (USA 2000) Seien ay, by, ag,bs,...,an, b, nichtnegative reelle Zahlen. Zeige, dass gilt

zn: Zn: min{aiaj, bzb]} S Zn: Zn: min{aibj, ajbi}.

i=1 j=1 i=1 j=1




