SMO Finalrunde 2013

erste Priifung - 8. Méarz 2013

Zeit: 4 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

1. Bestimme alle Tripel (a, b, ¢) nattirlicher Zahlen, sodass die Mengen

{ggT(a, b), ggT(b,c), ggT(c,a), kgV(a,b), kgV(b,c), kgV(c, a)}
und
{2,3,5,30,60}
gleich sind.
Bemerkung: Zum Beispiel sind die Mengen {1,2013} und {1,1,2013} gleich.

2. Seien n eine natiirliche Zahl und p;, ..., p, paarweise verschiedene Primzahlen. Zeige, dass
gilt:
PLAps+- o >0’

3. Sei ABCD ein Sehnenviereck mit ZADC = ZDBA. Ferner sei E die Projektion von A auf
BD. Zeige, dass BC = DE — BFE gilt.

4. Finde alle Funktionen f : Ry — Ry mit der folgenden Eigenschaft:

f<yjc_1> =l—zf(r+y) furale z>y>0.

5. Jeder von 2n + 1 Schiilern wahlt eine endliche, nichtleere Menge aufeinanderfolgender ganzer
Zahlen. Zwei Schiiler sind befreundet, falls sie eine gemeinsame Zahl ausgewéhlt haben. Jeder
Schiiler ist mit mindesten n anderen Schiilern befreundet. Zeige, dass es einen Schiiler gibt,
welcher mit allen anderen befreundet ist.

Viel Gliick !



SMO Finalrunde 2013

zweite Priifung - 9. Marz 2013

Zeit: 4 Stunden
Jede Aufgabe ist 7 Punkte wert.

6.

10.

Auf einem Tisch stehen zwei nichtleere Stapel mit n respektive m Miinzen. Folgende Opera-
tionen sind erlaubt:

e Von beiden Stapeln wird jeweils die gleiche Anzahl Miinzen entfernt.

e Die Anzahl Miinzen eines Stapels wird verdreifacht.

Fiir welche Paare (n,m) ist es moglich, dass nach endlich vielen Operationen keine Miinzen
mehr vorhanden sind?

. Sei O der Umkreismittelpunkt des Dreiecks ABC mit AB # AC'. Ferner seien S und T Punkte

auf den Strahlen AB beziehungsweise AC, sodass ZASO = LACO und LATO = LABO
gelten. Zeige, dass ST die Strecke BC halbiert.

. Seien a, b, ¢ > 0 reelle Zahlen. Zeige die folgende Ungleichung:

o a—b b—c+62'c—a>0

“are T Tbre cta-

Wann gilt Gleichheit?

. Finde alle Quadrupel (p, g, m,n) natiirlicher Zahlen, sodass p und ¢ Primzahlen sind und die

folgende Gleichung erfiillt ist:

Sei ABCD ein Tangentenviereck mit BC' > BA. Der Punkt P liege so auf der Strecke BC,
dass BP = BA gilt. Zeige, dass sich die Winkelhalbierende von ZBCD, die Senkrechte zu
BC durch P und die Senkrechte zu BD durch A in einem Punkt schneiden.

Viel Glick !



